
This is a digital copy of a book that was preserved for generations on library shelves before it was carefully scanned by Google as part of a project 
to make the world's books discoverable online. 

It has survived long enough for the Copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was never subject 
to Copyright or whose legal Copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domain books 
are our gateways to the past, representing a wealth of history, culture and knowledge that 's often difficult to discover. 

Marks, notations and other marginalia present in the original volume will appear in this file - a reminder of this book's long journey from the 
publisher to a library and finally to you. 

Usage guidelines 

Google is proud to partner with libraries to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belong to the 
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we have taken Steps to 
prevent abuse by commercial parties, including placing technical restrictions on automated querying. 

We also ask that you: 

+ Make non-commercial use of the file s We designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use these files for 
personal, non-commercial purposes. 

+ Refrain from automated querying Do not send automated queries of any sort to Google's System: If you are conducting research on machine 
translation, optical character recognition or other areas where access to a large amount of text is helpful, please contact us. We encourage the 
use of public domain materials for these purposes and may be able to help. 

+ Maintain attribution The Google "watermark" you see on each file is essential for informing people about this project and helping them find 
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it. 

+ Keep it legal Whatever your use, remember that you are responsible for ensuring that what you are doing is legal. Do not assume that just 
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users in other 
countries. Whether a book is still in Copyright varies from country to country, and we can't off er guidance on whether any specific use of 
any specific book is allowed. Please do not assume that a book's appearance in Google Book Search means it can be used in any manner 
any where in the world. Copyright infringement liability can be quite severe. 

About Google Book Search 

Google's mission is to organize the world's Information and to make it universally accessible and useful. Google Book Search helps readers 
discover the world's books while helping authors and publishers reach new audiences. You can search through the füll text of this book on the web 



at |http : //books . google . com/ 




über dieses Buch 

Dies ist ein digitales Exemplar eines Buches, das seit Generationen in den Regalen der Bibliotheken aufbewahrt wurde, bevor es von Google im 
Rahmen eines Projekts, mit dem die Bücher dieser Welt online verfügbar gemacht werden sollen, sorgfältig gescannt wurde. 

Das Buch hat das Urheberrecht überdauert und kann nun öffentlich zugänglich gemacht werden. Ein öffentlich zugängliches Buch ist ein Buch, 
das niemals Urheberrechten unterlag oder bei dem die Schutzfrist des Urheberrechts abgelaufen ist. Ob ein Buch öffentlich zugänglich ist, kann 
von Land zu Land unterschiedlich sein. Öffentlich zugängliche Bücher sind unser Tor zur Vergangenheit und stellen ein geschichtliches, kulturelles 
und wissenschaftliches Vermögen dar, das häufig nur schwierig zu entdecken ist. 

Gebrauchsspuren, Anmerkungen und andere Randbemerkungen, die im Originalband enthalten sind, finden sich auch in dieser Datei - eine Erin- 
nerung an die lange Reise, die das Buch vom Verleger zu einer Bibliothek und weiter zu Ihnen hinter sich gebracht hat. 

Nutzungsrichtlinien 

Google ist stolz, mit Bibliotheken in partnerschaftlicher Zusammenarbeit öffentlich zugängliches Material zu digitalisieren und einer breiten Masse 
zugänglich zu machen. Öffentlich zugängliche Bücher gehören der Öffentlichkeit, und wir sind nur ihre Hüter. Nichtsdestotrotz ist diese 
Arbeit kostspielig. Um diese Ressource weiterhin zur Verfügung stellen zu können, haben wir Schritte unternommen, um den Missbrauch durch 
kommerzielle Parteien zu verhindern. Dazu gehören technische Einschränkungen für automatisierte Abfragen. 

Wir bitten Sie um Einhaltung folgender Richtlinien: 

+ Nutzung der Dateien zu nichtkommerziellen Zwecken Wir haben Google Buchsuche für Endanwender konzipiert und möchten, dass Sie diese 
Dateien nur für persönliche, nichtkommerzielle Zwecke verwenden. 

+ Keine automatisierten Abfragen Senden Sie keine automatisierten Abfragen irgendwelcher Art an das Google-System. Wenn Sie Recherchen 
über maschinelle Übersetzung, optische Zeichenerkennung oder andere Bereiche durchführen, in denen der Zugang zu Text in großen Mengen 
nützlich ist, wenden Sie sich bitte an uns. Wir fördern die Nutzung des öffentlich zugänglichen Materials für diese Zwecke und können Ihnen 
unter Umständen helfen. 

+ Beibehaltung von Google -Markenelementen Das "Wasserzeichen" von Google, das Sie in jeder Datei finden, ist wichtig zur Information über 
dieses Projekt und hilft den Anwendern weiteres Material über Google Buchsuche zu finden. Bitte entfernen Sie das Wasserzeichen nicht. 

+ Bewegen Sie sich innerhalb der Legalität Unabhängig von Ihrem Verwendungszweck müssen Sie sich Ihrer Verantwortung bewusst sein, 
sicherzustellen, dass Ihre Nutzung legal ist. Gehen Sie nicht davon aus, dass ein Buch, das nach unserem Dafürhalten für Nutzer in den USA 
öffentlich zugänglich ist, auch für Nutzer in anderen Ländern öffentlich zugänglich ist. Ob ein Buch noch dem Urheberrecht unterliegt, ist 
von Land zu Land verschieden. Wir können keine Beratung leisten, ob eine bestimmte Nutzung eines bestimmten Buches gesetzlich zulässig 
ist. Gehen Sie nicht davon aus, dass das Erscheinen eines Buchs in Google Buchsuche bedeutet, dass es in jeder Form und überall auf der 
Welt verwendet werden kann. Eine Urheberrechtsverletzung kann schwerwiegende Folgen haben. 

Über Google Buchsuche 

Das Ziel von Google besteht darin, die weltweiten Informationen zu organisieren und allgemein nutzbar und zugänglich zu machen. Google 
Buchsuche hilft Lesern dabei, die Bücher dieser Welt zu entdecken, und unterstützt Autoren und Verleger dabei, neue Zielgruppen zu erreichen. 



Den gesamten Buchtext können Sie im Internet unter http : //books . google . com durchsuchen. 



>"Sr; 



-; .''V 






U-.'--''Jt'\ 



Vl^' ^' 









i- -V^: 



"t' 



HARVARD COLLEGE 




SCIENCE CENTER 
LIBRARY 



TROM THE BEqUEbT OF 

HORACE APPLETON HAVEN, 
OF PORTSMOUTH, N. H. 

(ClasB of 1«4S.) 



Digitized by 



Google 



Digitized by 



Google 



Digitized by 



Google 



Digitized by 



Google 



Digitized by 



Google 



Digitized by 



Google 



HERMANN GRA88MANN8 

GESAMMELTE 
MATHEMATISCHE UND PHYSIKALISCHE WERKE. 



AUF VERANLASSUNG 

DER 

MATHEMATISCH-PHYSISCHEN KLASSE 
DER KCL. SÄCHSISCHEN GESELLSCHAFT DER WISSENSCHAFTEN 

UND UNTER MITWIRKUNG DER HERREN: 

JACOB LÜHOTH, BDUABD STUDY, JUSTU8 GBASSMANN, 
HBBMAITK GRAflflMANN DEB JÜNGBBE, GEOBG BOBBFFSBS 

HERAUSOEGBBEN 
VOK 

FBIEDBICH ENGEL. 



LEIPZIG, 

DRUCK UND VERLAG VON B. G. TEXJBNER. 

1902. 



Digitized by 



Google 



HERMANN 6RA88MANN8 

GESAMMELTE 
MATHEMATISCHE UND PHYSIKALISCHE WERKE. 



ZWEITEN BANDES ZWEITEE THEIL: 

DIE ABHANDLUNGEN ZUR MECHANIK 
UND ZUR MATHEMATISCHEN PHYSIK. 

HERAUSGEGEBEN 
VON 

JACOB LÜROTH ÜND FBZEDBICH ENGEL. 



MIT 61 FIGUREN IM TEXT. 



LEIPZIG, 

DRUCK UND VERLAG VON B. G. TEUBNER. 

1902. 



Digitized by 



Google 



"matt*.\%\.'L. 



i-r,.. C- , 






ALLE BBOHTB, EINSCHLIESSLICH DES ÜBEBSETZUNOSBECHTS, VOBBBHALTEK. 



Digitized by 



Google 



Vorbemerkungen. 



Als ich im Jahre 1896 den zweiten Theil des ersten Bandes dieser 
Ausgabe der Oeffentlichkeit übergab, ahnte ich nicht, dass sich das 
Erscheinen des zweiten Bandes so über die Maassen verzögern würde. 
Der Drack der ersten Abtheilnng dieses Bandes, die die Abhandlungen 
über Oeometrie und Analjsis enthalten sollte, wurde zwar schon im 
Oktober 1899 begonnei}, machte jedoch aus Ursachen, die zu beseitigen 
nicht in meiner Macht stand, die ich aber hier nicht auseinandersetzen 
will, nur äusserst langsame Fortschritte. Unter diesen Umstanden war 
gar nicht abzusehen, wann die Abhandlungen über Mechanik, die 
Lüroth mir schon 1893 druckfertig zugesandt hatte, an die Reihe 
kommen würden. Ich bedaure daher nur, dass ich nicht schon längst 
auf den Ausweg verfallen bin, den mir Lüroth Anfang 1902 voi^e- 
schlagen hat und den ich jetzt gewählt habe, nämlich die Abhand- 
lungen über Mechanik zusammen mit denen über mathematische Physik 
besonders p^inirt als zweiten Theil des zweiten Bandes herauszugeben. 
Der erste Theil des zweiten Bandes, Oeometrie und Analjsis, wird 
hoffentlich in nicht allzufemer Zeit nachfolgen. 

Während Lüroth in dem vorliegenden Theile Alles zusammen- 
gestellt hat, was Orassmann über Mechanik veröffentlicht hat und 
was aus dem Nachlass zur Veröffentlichung geeignet erschien, habe ich 
mich, was die mathematische Physik angeht, auf die bereits gedruckten 
Arbeiten beschränkt und den Nachlass nur in den Anmerkungen soweit 
verwertet, als es zur Erläuterung der gedruckten Arbeiten und zur 
wirklichen Ausführung einiger darin blos angedeuteter Betrachtungen 
erforderlich war. AUes übrige, was der Nachlass noch sonst Mit- 
theilenswerthes über mathematische Physik enthält, verspare ich auf 
den dritten Band. 
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VI Vorbemerkungen. 

Meinen Kollegen H. Hirt in Leipzigs J. Sommer in Bonn^ E. y. 
Weber in München verdanke ich einige Nachweisungen, die mir sonst 
nur schwer erreichbar gewesen wären. Einen Beitrag von 0. Eülpe 
in Würzburg habe ich auf S. 254 verwerthet. Allen Oenannten möchte 
ich auch hierdurch meinen Dank für ihre Unterstützung aussprechen. 

Leipzig den 31. Juli 1902. 

Friedrich Engel. 
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I. Gnmdriss der Meclianik 

(für den Unterricht in Prima). 

Von 
Professor Hermann Günther Orassmann. 



Progranmi des Königlichen nnd Stadtgynmasinms zu Stettin, September 1867. 



Einleitung. 

§ 1. Die Physik hat die Aufgabe^ die Erscheinungen der 
leblosen (unorganischen) Natur auf ihre Gesetze zurückzufahren. Alle 
diese Erscheinungen sind ursprünglich Bewegungen. Zur Bestim- 
mung der Bewegung bedarf man eines Zeitmasses und eines 
Längenmasses. Als Zeitmass ist die Sekunde gebräuchlich^ als 
Längenmass in unseren Gegenden der preussische Fuss. 

Anm. In wissenschaftlichen Werken wird hänfig der französische Meter als 
Längenmass zu Grunde gelegt. Dieser ist der zehnmillionste Theil eines Bogens, 
der vom Nordpol unserer Erde in südlicher Richtung bis zum Aequator reicht; 
er beträgt 3,1862 preussische Fuss. Da jedoch der Meter weder ein natürliches 
noch ein historisches Mass ist, so wird er auch [niemals volksthümlich werden 
und ist daher auch in der Wissenschaft zu meiden. Auch das französische Volk 
ist beim Fussmasse geblieben, hat aber, um mit dem Meter in Uebereinstimmung 
zu kommen, den neuen französischen Fuss zu y, Meter festgesetzt. Dieser neue 
Fuss = y, Meter = 1,0621 preussische Fuss würde, wenn der Zoll « ^^^ Fuss, 
die Linie = y^^ Zoll, die Ruthe ^ 10 Fuss u. s. w. angenommen würde, sich vor- 
trefflich zu einem allgemein einzuführenden Masse eignen. 



Erster Abschnitt. 
Bewegung eines Punktes. 

§ 2. „Man sagt Ton einem Punkte, dass er seine Bewegung 
anyerändert beibehalte, wenn er in gleichen Zeittheilen stets gleich- 
grosse und gleichgerichtete Wege zurücklegt.^^ 

Anm. Wenn der Punkt in gleichen Zeiten zwar gleichgrosse, aber nicht 
gleichrichtete Wege zurücklegt, so bleibt seine Geschwindigkeit ungeändert, 

1* 
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4 I. Grondriss der Mechanik. Programm 1867. 

aber nicht die Bichtimg seiner Bewegung. Eine Bewegung, welche stets dieselbe 
Richtung beibehält, heisst geradlinigt. 

§ 3. Wenn der Punkt seine Bewegung in jedem Augenblicke 
ändert^ so kann man die Bewegung^ die er in einem Augenblicke hat^ 
nicht mehr bestimmen durch den Weg, den er wirklich zurücklegt, 
sondern man muss sich Torstellen, dass der Punkt die Bewegung, 
welche er in jenem Augenblicke hat, während eines gewissen Zeit- 
raums unverändert beibehielte, und dann den Weg, den er unter dieser 
Voraussetzung zurücklegen würde, zum Masse der Bewegung benutzen. 
Dies führt zu der folgenden Bestimmung: 

,4)ie Bewegung, welche ein sich bewegender Punkt in einem 
Augenblicke hat, wird ihrer Richtung und Länge nach gemessen 
durch die Strecke, welche er zurücklegen würde, wenn er seine Be- 
wegung eine Sekunde lang unyerändert beibehielte; die Länge dieser 
Strecke heisst die Oeschwindigkeit/^ 

Anm. Die Beweg^ong wird also durch ihre Geschwindigkeit und ihre Rich- 
tung bestimmt, und beides muss in den Begriff der Strecke aufgenommen werden, 
wenn durch sie die Beweg^ung vollkommen dargestellt werden soll. Dies führt zu 
den folgenden geometrischen Begriffen. 

§ 4. „Eine gerade Linie von bestimmter Länge und Richtung 
heisst eine Strecke, das heisst zwei Strecken werden nur dann ein- 
ander gleich gesetzt, wenn sie gleiche Länge und Richtung haben.^^ 

Anm. Im Folgenden sollen überall die Punkte mit grossen, die Strecken 
mit kleinen lateinischen Buchstaben bezeichnet werden, oder die letzteren auch 
mit zwei grossen Buchstaben, von denen der erste den Anfangspunkt, der letzte den 
Endpxmkt der Strecke benennt. Die Strecken AB und BA haben zwar gleiche 
Länge, aber entgegengesetzte Richtung und dürfen daher als Strecken nicht ein- 
ander gleich gesetzt werden. Da sie sich wie entgegengesetzte Grössen verhalten, 
so wird man BA^^ — AB setzen können. Der Begriff der Bewegung führt zu- 
gleich zur Addition solcher Strecken, indem man sich nämlich vorstellt, dass ein 
sich bewegender Punkt nach einander die zu addirenden Strecken zurücklegt; 
dann wird die Strecke, welche der Prmkt zurücklegen muss, um aus der ersten 
Lage in die letzte zu gelangen, als Summe der Strecken au^efasst werden können. 

§ 5. „Strecken addirt man, indem man sie (ohne Aenderung 
ihrer Länge und Richtung) stetig, das heisst so aneinanderlegt, dass, 
wo die eine aufhört, die nächstfolgende anfängt; alsdann nennt man 
die Strecke Tom Anfangspunkt der ersten bis zum Endpunkte der 
letzten die Summe jener Strecken. Das Subtrahiren einer Strecke be- 
steht darin, dass man die entgegengesetzte addirt/^ 

Anm. Wenn also a und h Strecken sind, so erhält man a -\- hy indem man 
von beliebigem Anfangspunkte C aus die gerade Linie CD gleichlang und gleich- 
gerichtet mit a zeichnet, und daran die gerade Linie DE legt, welche mit h 
gleichlang und gleichgerichtet ist, dann ist CE ^^ a -\- h\ und a — h erhält man 
daraus, indem man ED um sich selbst verlängert bis F\ so ist CF «» a — h. 
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Erster Abschnitt. Bewegung eines Pnnktes. 5 

§ 6. Ans der Geometrie ist bekannt, dass, wenn*J.JB mit Ä^B^ 
nnd ebenso BC mit B^C^ gleich lang und gleichgerichtet sind, auch 
AC mit A^Ci gleich lang und gleichgerichtet sein muss, und also die 
Summe von dem Anfangspunkte, an den man die erste Strecke anlegt, 
ganz unabhängig ist. Aus bekannten Sätzen vom Parallelogramm folgt 
aber auch, dass für Strecken 

a + 6 — 6 + a 
ist; denn legt man an einen beliebigen Punkt C die Strecke a = CDy 3 
daran b =» DE an, so ist CE «= a -f- &; 1^ man aber an C die 
Strecke b = CF an, so ist l' J?, da CBEF ein Parallelogranmi ist, 
gleich lang und gleichgerichtet mit a; also CE zu gleicher Zeit 
=: & -f- a. Ghmz unmittelbar ergeben sich die übrigen Orundformeln 
der Addition und Subtraktion, nämlich 

a-\-{b + c) = {a + b)'\'C^a + b + c 
a + 6 — 6 = a 
a — 6 -j- 6 = a. 

Da aber aus diesen vier Grundformeln alle Gesetze der Addition 
und Subtraktion herrorgehen, so folgt der Satz: 

„Alle Gesetze der Addition und Subtraktion lassen sich auch auf 
Strecken anwenden." 

§ 7. Da femer die Vervielfachung und Theilung beliebiger Grössen 
(das heisst ihre Multiplikation und Division mit einer Zahl) nur auf 
dem Begriffe der Addition und Subtraktion dieser Grössen beruht, 
so folgt: 

„Alle Gesetze der Vervielfachung und Theilung gelten auch für 
Strecken." 

Anm. um aa zu constmiren, wenn a eine Strecke nnd a eine Zahl bedeutet 
(gleich viel ob sie ganz, oder gebrochen oder irrational ist), hat man nach dem 
Begriffe der Vervielfachung so zu verfahren, dass man von beliebigem Anfangs- 
punkte B eine Strecke BG zieht, welche mit der Strecke a gleichgerichtet oder 
ihr entgegengesetzt gerichtet ist, je nachdem die Zahl a positiv oder negativ ist, 
und deren Länge sich zu der von a verhält, wie der positive Werth von a zu 1. 

§ 8. Um nun die Lage zu bestimmen, die ein sich bewegender 
Punkt P zu jeder Zeit hat, kann man einen beliebigen festen Punkt 
zu Hülfe nehmen, und die Strecke OP==^p ziehen, deren Anfangs- 
punkt also fest, und deren Endpunkt der sich bewegende Punkt P ist. 
Diese Strecke nennt man den Träger oder radius vector des sich be- 
wegenden Punktes. Um nun diesen Träger durch die Zeit ausdrücken 
zu können, hat man auch für die Zeit einen willkürlichen Anfangs- 
punkt anzunehmen. Es sei mit t die Anzahl der Sekunden bezeichnet, 
die seit diesem Anfangspunkte verflossen sind. Um nun p durch t 
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6 I. Gmndriss aer Mechanik. Programm 1867. 

auszudrücken; ist es das einfachste^ p gleich einer nach Potenzen von 
t steigenden Potenzreihe ^ deren Koefficienten Strecken sind^ zu setzen. 

Wir wollen diese Gleichung die Ortsgleichung der Bewegung 
nennen. Also: 

;;Die Ortsgleichung der Bewegung lässt sich in der Form 

p = a + bt + ct^'] 

darstellen, wo a, b, c, . .. unveränderliche Strecken sind, und p der 
Träger des Punktes ist, in welchem der sich bew^ende Punkt t Sekunden 
nach dem als Anfangszeit angenommenen Augenblicke angelangt ist.^' 

Anm. Wenn jedoch die Gliederzahl dieser Eeihe eine unendliche ist, so 
musB man noch (was stets dnrch die Wahl des Anfangspunktes der Zeit erreicht 
werden kann) die Bedingung erföllen, dass die Reihe eine ächte sei. Eine Reihe 
ist nämlich eine ächte, wenn sie sich als steigende Potenzreihe darstellen lässt, 
deren Base kleiner als 1 (aber positiv) ist, und deren Eoefficienten endlich sind, 
4 das heisst nicht f ^^er eine gewisse Gränze hinaus wachsen. Denn mit solchen 
ächten Reihen lassen sich alle Rechnungen und Yerknüpfnngen vornehmen, wie 
mit einfachen Grössen, während dies bei unächten Reihen nicht gestattet ist*). 
In unserm FaUe also ist die angeführte Reihe fOr p eine ächte, wenn zum Beispiel 
t (numerisch) kleiner als 1 ist und a, 5, c, . . . endlich sind, oder wenn t (nume- 
risch) kleiner als 2 ist, und a, 25, 4 c, . . . endlich sind und so weiter. 

§ 9. Um nun die Bewegungsgleichung aus der Qrtsgleichung 
(§ 8) abzuleiten, hat man auf den BegriflF der Bewegung (§ 3) zurück- 
zugehen^ das heisst die Strecke zu bestimmen, welche der Punkt zurück- 
legen würde, wenn er die Bewegung, die er zur Zeit t hat, eine 
Sekunde lang unyerändert beibehielte. Um diese Strecke u zu finden, 
nehmen wir einen sehr kleinen Zeittheil r an, welcher der n-te Theil 
einer Sekunde sein mag, berechnen dann den Weg PP', den der 
Punkt in der Zeit zwischen t und t -{-r zurücklegt, und nehmen diesen 
Weg n-mal, so erhalten wir um so genauer die Bewegung u, je kleiner 
r angenommen wird, und ganz genau, wenn man zuletzt r yerschwinden 
lässt. sei der Anfangspunkt der Trager, P die Lage des sich be- 



*) Die neueren Mathematiker sind von den Rechnungen mit Reihen zurück- 
gekommen, weil sie sich dadurch häufig in Schwierigkeiten, ja in Widerspruche 
verwickelt sahen, für deren Lösimg ihnen die Reihen selbst keine Mittel an die 
Hand zu bieten schienen. Der Grund dieser Verwickelungen liegt, wie ich dies 
in meiner Ausdehnungslehre von 1862, n. 464 ff. {diese Ausgabe I, 2, S. SOS} ange- 
deutet habe, darin, dass man den Begriff der ächten Reihe nicht kannte und 
dafür auf den der gewöhnlichen konvergenten Reihen zurückging. So zum Bei- 
spiel macht, von diesem letzteren Begriffe ausgehend, Schlömilch in seiner sonst 
so einsichtsvollen Beurtheilung meiner Trigonometrie (in der Literaturzeitung von 
1866, p. 20. 21) gegen meine Entwickelung der trigonometrischen Funktionen in 
Reihen Einwürfe, die er jedenfalls unterdrückt haben würde, wenn er die angeführte 
Stelle meiner Ausdehnungslehre gekannt hätte. 
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wagenden Punktes zur Zeit t, P' seine Lage zur Zeit t-^-x. So ist 

(nach § 8) OP — jp = a + 6< + c<» H 

OP'=a'\- b(t + r) + c(t + t)«+ d{t + r)« H 

= a + 6(< + t) + c(fi+ 2tt'\ ) + (i(^+ 3^r H ) + • •• 

= a + 6« + c<* + rf^ -I 1- r(6 + 2c< + 3(i<* H ) + rV, 

wo r wieder eine steigende Potenzreihe von r bedeutet, 
= 0P + t(b + 2c« + 3dfi H ) + tV. 

Schafft man OP nach links herüber, so erhalt man auf der linken 
Seite — 0P+ 0P\ das heisst PO + OP'^PP' (nach § 5). Also ist 

PP'= t(6 + 2ct + 3rf<* H ) + tV, 

also 

nPP'=nt{b + 2c< + Bdfi H ) + nr . rr. 

Nun ist aber nach der Voraussetzung i? = ~, also nr = 1, somit 

nPP'^b + 2cf + 3d<« H 1- rr. 

Nun stellt aber nPP' nach dem Obigen die Bewegung u dar, wenn 
man r verschwinden lasst^ also wird 

w = 6 + 2c<+3d^H . I 

Also: 

,,Aus der Ortsgleichung 

p~a + bt + ct^ + dfi'\ 

erhält man die Bewegungsgleichung 

t* = 6 + 2c« + 3d^H 

dadurch, dass man in der Potenzreihe Ton t jedes Olied zuerst mit 
dem Exponenten von t multiplicirt, und darauf mit t dividirt^ und den 
Träger p' zur Zeit t-^- v findet man 

p'^p + ut + rz^, 
wo r eine steigende Potenzreihe von z bedeutet/' 

§ 10. Man nennt dies Verfahren, wonach man also in einer 
Potenzreihe von t jedes Glied mit dem Exponenten von t multiplicirt 
und darauf mit t dividirt^ differenziiren und das Resultat das Diffe- 
renzial (nach {). Somit können wir den vorhergehenden Satz auch 
so ausdrücken: 

„Man erhalt aus der Ortsgleichupg die Bewegungsgleichung, indem 
man die erstere differenziirt,'' oder: 

„Die Bewegung ist das Differenzial des Trägers/' 

§ 11. „Wenn ein Punkt seine Bewegni^ in gleichen Zeittheilen 
stets um gleiche Strecken ändert, so sagt man, der Punkt habe seine 
Bewegung gleichmässig geändert/' 
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Anm. Zn vergleichen ist § 2. Wenn wir sagen, die Bewegung hat sich 
von einem Zeitpunkte zum andern um eine Strecke geSudert, so ist das so zu 
verstehen, dass man zu der Bewegung im ersten Zeitpimkte diese Strecke ad- 
diren muss, um die Bewegung im zweiten Zeitpunkte zu erhalten. 

§ 12. Wenn der Punkt seine Bewegong nicht gleichmässig ändert^ 
so kommt es darauf an, das Mass der Aenderung für jeden Augen- 
blick zu bestimmen. Man darf diese Aenderung nicht mehr durch die 
Strecke ausdrücken, um welche sich während eines Zeitraumes die 
Bewegung wirklich geändert hat; sondern man muss sich vorstellen, 
dass die Bewegungsänderung, in welcher der Punkt in jenem Augen- 
blicke begriffen ist, sich eine Sekunde lang gleichmässig fortsetzte, 
und die Strecke, um welche sich unter dieser Voraussetzung die Be- 
wegung ändern würde, zum Masse der Bewegungsänderung benutzen. 

„Die Bewegungsänderung, in welcher ein Punkt in einem 
Augenblicke begriffen ist, -^d gemessen durch die Strecke, um 
welche sich seine Bewegung ändern würde, wenn er jene Bewegungs- 
änderung eine Sekunde lang gleichmässig fortsetzte/' 

Anm. Wenn die Bewegung eine geradlinigte ist, so heisst die Bewegrmgs- 
änderung Beschleunigung oder Verzögerung, je nachdem sie mit der Be- 
wegung gleichgerichtet oder entgegengesetzt gerichtet ist. (Vergl. § 3.) 

§ 13. „Wenn 

u = a + bt + cfi + dfi'^ 

die Bewegungsgleichung ist, so ist 

v = b + 2ct+^dfi'\ 

die Aenderungsgleichung'^ oder: 

„Die Bewegungsänderung t; ist das Differenzial der Bewegung uJ' 
„Die Bewegung u' zur Zeit t -^ v findet sich 

u' = u -^ vt -{■• rt^j 

wo r eine steigende Potenzreihe von t ist/' 

Der Beweis ist ganz entsprechend dem in § 9. In der That, 
wenn die Sekunde in n gleiche Theile getheilt, und ein solcher Theil 
mit r bezeichnet wird, also nr «^ 1 ist, und wenn dann OQ die Be- 
wegung (u) zur Zeit t darstellt, und OQ' die Bewegung zur Zeit 
t-\- t, so hat sich wahrend dieser Zeit die Bewegung geändert um die 
Strecke QQ' (weil 0Q'= OQ + QQy Dann steUt nQQ' um so ge- 
nauer das Mass der Bewegungsänderung für den Zeitpunkt t dar, je 
kleiner r ist, und ganz genau, wenn man zuletzt t verschwinden ULsst. 
Das übrige folgt ganz wie in § 9. 

§ 14. Durch Zusammenfügung von § 9 und § 13 folgt: 

„Aus dem Träger erhält man die Bewegungsänderung, wenn man 
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die Potenzreihe; welche dem Trager gleichgesetzt ist^ differenzürt und 
die so erhaltene Potenzreihe zum zweiten Male differenzürt^^ oder 

^^ie Bewegungsänderung ist das zweite Differenzial des Tragers/' 

Wenn also der Träger 

p = a + bt + cfi + dfi + et^'\ 

ist^ so ist die Bewegungsanderang 

i; = 2c + 3.2.d< + 4.3.c^H . 

§ 15. Daraus^ dass zwei gleiche Strecken auch gleich bleiben^ 
wenn man zu ihnen gleiche Strecken addirt^ folgen sogleich die Sätze: 

„Wenn zwei Punkte zu irgend einer Zeit gleiche Lage und zu 
jeder Zeit gleiche Bewegung haben ^ so haben sie auch zu jeder Zeit 
gleiche Lage.^ 

„Wenn zwei Punkte zu irgend einer Zeit gleiche Bewegung und 
zu jeder Zeit gleiche Bewegungsänderung haben^ so haben sie auch zu 
jeder Zeit gleiche Bewegung/' 

„Wenn zwei Punkte zu irgend einer Zeit gleiche Lage, und zu 
irgend einer Zeit gleiche Bewegung, jederzeit aber gleiche Beweguzigs- 
änderung haben, so haben sie auch zu jedei? Zeit gleiche Lage/' 

Anm. Der dritte dieser Sätze ist ans den beiden ersten zasammengesetzt. 
Alle drei kann man anch so ausdrücken: Die Lage eines Punktes zu jeder Zeit 
ist bestinmit durch die Lage zu irgend einer Zeit nnd durch die Bewegung zu 
jeder Zeit, und die Bewegung zu jeder Zeit durch die Bewegung zu irgend einer 
Zeit und durch die Bewegungsänderung zu jeder Zeit. 

§ 16. Es sei a der Träger des sich bewegenden Punktes für den 
Zeitpunkt; welcher als An&ngspunkt Ton t gesetzt ist; das heisst, fOr 
den ^ = ist; and sei 

u = a + bt + cfi'\ 

für jede Zeit t (für welche die Reihe noch acht ist); so entsteht die 7 
Aufgabe; den Trager p für diese ganze Zeit zu finden. Nimmt man 
einen Punkt zu Hülfe ; dessen Träger p' von demselben Anfsuigs- 
punkte aus 

= a + at + \bfi+\cfi-\ 

ist; SO ist sein Anfangstrager (für ^ ==: 0) gleichfalls »= a^ und seine 
Bewegung das DifiPerenzial des TrägerS; also (nach § 9) 

= a + 6^ + c^H = m; 

also (nach § 15) seine Lage stets dieselbe; wie für den ersten Punkt; 
also auch die Trager beider stets gleich; das heisst 

p = !,'=« + «< + 16^ + ic<» + .... 
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Dasselbe gilt, wenn a die Anfirngsbewegong ist; und statt des Tragers 
p die Bewegung, und statt der Bewegung u die Bewegungsänderung 
gesetzt wird. Also 

;;Wenn a der Anfangsträger (oder die Anfangsbewegnng) und 

u (oder t;) = a + 6^ + c<* + ' ' * 
ist, so ist 

p (oder m) = a + a« + |6<* + |c^ H , 

das heisst: Man erhält aus der Bewegung den Träger (oder aus der 
Bewegungsänderung die Bewegung), indem man in der Potenzreihe 
von ty durch welche die erstere dargestellt wird, jedes Glied zuerst mit 
t multiplicirt, und das so erhaltene Glied mit seinem Exponenten diyi- 
dirt, und endlich ein unveränderliches Glied (a) hinzufügt.^^ 

Anm. Man nennt dies Verfahren integriren, das Resultat das Inte- 
gral (nach t). 

§ 17. Eine Potenzreihe integriren heisst also jedes Glied zuerst 
mit der Base multipliciren, und das so erhaltene Glied mit seinem 
Exponenten dividiren, und endlich ein unveränderliches Glied hinzu- 
fügen. Also: 

„Der Trager ist das Integral der Bewegung, die Bewegung das 
Integral der Bewegungsänderung.'' 

§ 18. Hieraus folgt: 

„Der Träger ist das zweite Integral (das Integral des Integrals) 
von der Bewegungsänderung, oder wenn 

v = a + ht + ce^ 

ist, so ist 

WO ß der Anfangsträger, und a die Anfangsbewegung ist.'' 

AnuL Die bisher entwickelten Sätze ergaben sich mit Nothwendigkeit aus 
dem Begriffe der Bewegung. Dagegen bedürfen die folgenden drei Gesetze § 20—22, 
welche allen Bewegungen in der Natur zu Grunde liegen, zu ihrer Ableitung der 
Beobachtung dieser Bewegungen. Sie sind in ähnlicher Form zuerst von Newton 
in seinem berühmten Werke: Philosophiae naturalis principia mathematica 1687 
der gesammten Naturbetrachtung zu Grunde gelegt, und finden ihre voUkonmiene 
8 Sicherstellung dadurch, dass alle Bewegungen in der Natur, wie verwickelt sie 
auch sein mögen, sich genau nach ihnen regeln. 

§ 19. Erklärung. „Jede Ursache einer Bewegung, welche in 
einem Punkte in der Art ihren Sitz hat, dass der Punkt^ wo er sich 
auch befinden mag, Bewegungen hervorruft, welche in der nach ihm 
hin gezogenen geraden Linie liegen, heisst Kraft^ der Punkt selbst ein 
Körperpunkt, oder ein materieller Punkt." 

Anm. Wir können den einzelnen EOrperpunkt nicht trennen. Alle Natur- 
körper sind vielmehr Vereine solcher Eörperpunkte , wie auch der mathematische 
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£örx>er ein Verein mathematischer Punkte ist. Wir können daher auch nicht die 
einzelne Kraft trennen, sondern haben es immer mit einem Vereine von Kräften 
zu thnn. Als annähernde Beispiele fOr solche aufeinander wirkenden Punkte 
können zwei elektrische Eügelchen dienen, welche sich anziehen, wenn sie ent- 
gegengesetzte Elektrizität haben, sich abstossen, wenn gleichartige. 

§ 20. Das Beharrungsgesetz (Lex I Newt.). ,;Jeder Körper- 
punkty auf den keine Kraft von aussen einwirkt^ behalt seine Bewegung 
unyerandert bei/' 

Anm. Da man keinen Eörperpunkt von der Einwirkung der übrigen aus- 
Bchliessen kann, so lässt sich das Gesetz nicht unmittelbar beobachten. Annähernd 
ergiebt es sich aus den Bewegungen der Himmelskörper, der Fortbewegung des 
Wagenzuges auf wagrechter Eisenbahn, auch wenn der Dampfwagen nicht mehr 
arbeitet; aus dem Wurfe, besonders dem Abschiessen einer sich drehenden Spitz- 
kugel; dem Sprunge auf einem sich bewegenden Eöiper, namentlich auf der sich 
bewegenden Erde; der Wirkung eines plötzlich anhaltenden oder abfahrenden 
Wagens auf die darin sitzenden. 

§ 21. I>as Gesetz der Gegenwirkung (vergl. Lei III Newt), 
^^Wenn ein Eörperpunkt auf einen andern bewegend wirkt; so wirkt 
auch stets der letztere auf den ersteren bewegend^ und zwar liegen die 
Bewegungen ; die sie sich gegenseitig mittheilen^ auf der Verbindungs- 
linie beider Punkte und sind einander entgegengesetzt gerichtet. Wenn 
diese beiden Bewegungen (abgesehen von der entgegengesetzten Richtung) 
gleich gross sind, so sagt man^ die beiden Punkte seien an Masse gleich.^^ 

Anm. Für Punkte von ganz gleicher Beschaffenheit lässt sich das Gesetz 
als nothwendig nachweisen. Die Kräfte können anziehende oder abstossende sein. 
Für die letztem liefern zwei gleichartig elektrische Eügelchen ein annäherndes 
Beispiel. 

§ 22. Das Mass der Kraft (vergl. Lex 11 Newt.). „Die Wir- 
kung der Kraft ist Bewegungsänderung. Die Kraft wird gemessen 
durch die Bewegungsänderung; welche sie einem Körperpunkte^ dessen 
Masse gleich 1 gesetzt wird; mittheilt/' 

Anm. Die Kraft ist hiemach also als Strecke dargestellt. Wie gross die 
als 1 gesetzte Masse sein soll, ist an sich willkürlich, eine nähere Bestimmung 
darüber folgt bei der Bewegung der Körper. In diesem Gesetze ist zugleich das 
Beharrungsgesetz (§ 20) mit enthalten. 

§ 23. Gesetz der Addition der Kräfte. ;;Zwei Kräfte; die 
auf einen Punkt wirkeU; sind ihrer Summe gleichwirkend; das heisst 
üben dieselbe Wirkung; wie ihre Summe; wenn sie allein wirkt.'^ 

Die Kräfte sind nach § 22 als Strecken dargestellt; sie werden 
also addirt nach § 5. Bei zwei Kräften; die nicht in derselben geraden 
Linie liegeu; ist diese Summe (nach § 5) f die Diagonale des ParaUelo- 9 
gramms^ welches jene Kräfte zu Seiten hat. Es folgt dieser Satz 
aus § 22. Denn stellt man sich Tor; dafs beide Kräfte unmittelbar nach 
einander wirken; so bewirkt die erste eine Bewegungsänderung; welche 
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sich zu der vorhandenen Bewegung addirt, die zweite eine Bewegungs- 
änderong^ welche sich zu jener Summe addirt. Statt dessen kann man 
nun (nach § 6) die Summe der beiden Bewegungsänderungen zu der 
ursprünglichen Bewegung addiren^ also ist die Wirkung beider Kräfte 
gleich der ihrer Summe. 

Anm. Anch Newton hat diesen Satz als Zusatz zn dem erwähnten (besetze 
dargestellt. Durch Versuche beweist man ihn, indem man drei Fäden in einen 
Knoten knüpft, und zwei davon über Bollen gehen lässt und an alle drei Enden 
Gewichte hängt; dann stellen sich die Fäden so, dass, wenn man allen dreien 
Längen giebt, die sich wie die Gewichte verhalten, und jeden auf diese Weise als 
Strecke darstellt, die Summe dieser drei Strecken null ist, also jede der Summe 
der beiden andern entgegengesetzt ist. 



Zv^eiter Abschnitt. 

Bewegang des Sehwerpanktes eines Vereins. 

§ 24. ;,Wenn ein Verein aus lauter an Masse gleichen Punkten 
besteht, so versteht man unter dem Schwerpunkte des Vereins den- 
jenigen Punkt, für welchen die Strecken, die von ihm aus nach den 
Punkten des Vereins gezogen werden, zur Summe Null geben, das 
heisst für den 

ist, wenn S der Schwerpunkt des Vereins J-^, . . ., A^j ist." 

Anm. Wenn die Punkte des Vereins an Masse ungleich sind, so kann 
man den Verein doch (genau oder annäherungsweise) dadurch in einen Verein 
massengleicher Punkte verwandeln, dass man in den einzelnen Punkten mehrere 
solcher an Masse gleicher Punkte vereinigt denkt. Es genügt daher, die folgen- 
den Sätze nur für solche Vereine von Punkten, die an Masse gleich sind, zu be- 
weisen, und solche Vereine sollen im Folgenden stets vorausgesetzt werden. 

§ 25. Es soll der Schwerpunkt 8 eines Vereins -ij, •••, J.^ ge- 
sucht werden. 

Nach § 24 ist 

VTenn nun P ein beliebiger Punkt ist, so ist (nach § 5) 

8A, = SP+PA„-;8Ä, = SP+ PA,, 
also 

= (SP + P^) + . • • + (SP + PA) 

= n5P+(PA + .-. + PJ,). 
Also, wenn man nSP auf beiden Seiten snbtrahirt, das heisst nPS addirt, 
»P8'=PAi + \-PA, 
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oder 

und ebenso findet man aus dieser Gleichung durch das umgekehrte 
Yer&hren wieder die erste. 

^an findet den Schwerpunkt eines Vereins Ton n massengleichen 
Punkten^ indem man von einem beliebigen Punkte P nach allen 
Punkten des Vereins Strecken zieht; diese addirt^ und PS gleich dem 
fi-ten Theil dieser Summe setzt, so ist 5 der Schwerpunkt 

§ 26. ^eder Verein hat nur einen Schwerpunkt.^ 10 

Denn angenommen, er Mtte deren zwei, 8 und S^^ so wende man das 
Verfiahren Yon § 25 an, indem man 8^ statt P setzt, so erhält man 

WO aber nach § 24 die eingeschlossene Summe null sein muss, wenn 
8i Schwerpunkt ist; also 

nS8i = 0, S/Si = 0, 

das heisst, 8^ fallt mit 8 zusammen. 

Uebungsaufgaben: Den Schwerpunkt zwischen zwei Punkten A und B, den 
zwischen drei Punkten A, By C, zwischen drei Punkten A und vier Punkten B^ 
zwischen drei Punkten A, vier Punkten B^ fünf Punkten C zu finden. Wie kann 
man dabei P wählen, um die bequemste Konstruktion zu erhalten? Welche plani- 
metrischen und stereometrischen Sätze ergeben sich, wenn man P beliebig wählt? 

§ 27. Es soll der Schwerpunkt des Ganzen aus denen seiner 
Theile gefunden werden. 

Der eine Theü enthalte die Punkte ^, • • •, ui^, sein Schwerpunkt 
sei Ä, der zweite Theil enthalte die Punkte B^, • • •, B^, sein Schwer- 
punkt sei B, u. s. w.; der Schwerpunkt des ganzen sei 8 und die An- 
zahl seiner Punkte « + /* + ••* ^^^ = n, so hat man nach § 25 

nPS = (PA,-\-... + PÄ„) + {PB, + ... + PB;) + --: 

Man setze (nach § 5) PA^ == P^ + ÄA^, ■ ■ •, PA„ = PA + AA„, 
PB^ = PB -\- BBi u. 8. w., 80 erhält man 

nPÄ = [(P4 + ^^) + --- + (P^ + ^^J] + 

+ [(PJB + BP,) + --- + (PB + B5^)] + -.- 
= [aPA-\-{AA, + --- + AA„)\ + 

+ [ßPB+{BB, + .-- + BB;j\ + -': 

Aber hier sind die Summen AA^ -j 1- AA^^ BB^ -| (- BB^^ • • - 

(nach § 24) gleich Null, weil ^, B, • • • nach Voraussetzung die Schwer- 
punkte der Vereine A^y • • •, A^\ B^, • • •, B^, • • • sind, also 
nPS = ccPA + ßPB H ; 
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das heissty S ist der Schwerpunkt zwischen a Punkten Ä, ß Punkten 
B u. B. w. Also: 

ffien Schwerpunkt eines Ganzen findet man aus den Schwerpunkten 
seiner Theile, indem man die Masse jedes Theiles in seinem Schwer- 
punkte vereinigt denkt^ und zwischen den mit diesen Massen yersehenen 
Schwerpunkten der Theile wieder den Schwerpunkt nimmt; so ist 
der letztere zugleich Schwerpunkt des Ganzen. Namentlich liegt der 
Schwerpunkt S zwischen zwei Punkten^ Ä und B, welche die Massen 
a und ß haben, so dass ÄS : SB »» ß : a.^ 

Anm. Hierans folgt unter Anderm, dass der Schwerpunkt einer begiftnzten 
geraden Linie in ihre Mitte fällt, dass der Schwerpunkt einer Dreiecksfläche im 
Durchschnitt der geraden Linien liegt, welche von den Ecken nach den Mitten 
der Gegenseiten gezogen sind, und also mit dem Schwerpunkte der Ecken zu- 
sammenfällt, femer dass der Schwerpunkt einer Yierecksfläche in jeder der beiden 
geraden Linien liegt, welche die Schwerpunkte zweier Dreiecke verbindet, in die 
das Viereck durch eine Diagonale zerfällt. 

§ 28. Es soll der Weg des Schwerpunktes eines Vereins aus den 
Wegen der einzelnen Punkte gefunden werden. 

Es seien A^ - - -^ Ä^ die Punkte des Vereins , welche sich nach 
den Lagen B^y • • •, JB^ bewegen, so stellen die Strecken ÄiB^j • • •, Ä^B^ 
die Wege dar, Ä sei der Schwerpunkt des Vereins Ä^," -^ Ä^, B der 
11 Schwerpunkt des Vereines f B^, • • •, B^, also die Strecke AB der Weg 
des Schwerpunktes, indem wir hier nämlich unter dem Wege eines 
Punktes stets die Strecke von der ersten Lage des Punktes bis zur 
letzten verstehen. Dann ist (nach § 5) 

~nAB+(A,A+-. + A,Ä) + iBB, + ...+BBJ. 

Aber die eingeschlossenen Summen sind (nach § 24) null, weil nach 
Voraussetzung A der Schwerpunkt zwischen A^, • • •, A^, B der zwi- 
schen JBj, • • •, JB^ ist, also 

A,B,+ --\-A,B,^nAB, 
oder 

AB=^^(A,B, + -.. + \BJi 

also: 

„Der Weg des Schwerpunktes eines Vereins ist das Mittel aus 
den Wegen der einzelnen an Masse gleichen Punkte dieses Vereins, 
wenn man nämlich die Wege als Strecken betrachtet, und unter dem 
Mittel die durch die Anzahl der Grössen dividirte Summe derselben 
versteht.^ 

§ 29. Die Schlussfolge im vorigen Paragraphen bleibt noch be- 
stehen, wenn man unter A^B^j Ai-^m ^ ^^^ Sinne von § 3 oder § 12 
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die Bewegangen oder die Bewegimgsäiidenuigen yersteht, in welchen 
die Punkte ^^ • • -^ ^ in einem Augenblicke begriffen sind; also: 

^ie Bewegung (oder Bewegungsanderung) des Schwerpunktes 
eines Vereins ist das Mittel aus den Bewegungen (oder Bewegungs- 
änderungen) der einzehien Punkte dieses Vereins/^ 

§ SO. Es sei die Masse eines jeden der n Punkte Ä^, ^ --, A^ 
gleich 1 angenommen, ako die Masse des ganzen Vereines gleich n, 
und seien v^^ " -, v^ die Kräfte, welche auf die Punkte A^j ' ' > A» 
wirken, und A^Bi^- ", A^B^ die Bew^ungsänderungen, so ist nach § 22 

also 

t^i + ••• + t^n = -4,^1 + ... + A,B„ = nAB (nach § 28), 

wenn AB die Bewegungsändemng des Schwerpunktes ist, also 

„Die Bewegungsänderung des Schwerpunktes eines Vereins ist gleich 
der durch die Masse diyidirten Summe aller Kräfte, die auf den Verein 
wirken." 

§ 31. Die Kräfte, mit denen ein Punkt des Vereins auf den 
andern wirkt, heissen innere Kräfte des Vereins. Da nun nach § 21 
die Kraft, mit der zum Beispiel A^ auf A^ wirkt, wenn alle Punkte 
gleiche Masse haben, deijenigen Kraft, mit welcher A^ auf A^ wirkt 
gleich gross, aber entgegengesetzt gerichtet ist, so heben sich alle 
inneren Kräfte bei der Addition auf. Dies auf den vorigen Satz an- 
gewandt, giebt den Satz: 

„Die Bewegung des Schwerpunktes eines Vereines von Punkten ist 12 
unabhängig Ton den inneren Kräften des Vereins, und ist dieselbe, als 
ob alle Masse im Schwerpunkte vereinigt wäre, und alle äusseren Kräfte 
auf ihn wirkten, oder (was dasselbe ist) als ob die Masse des Schwer- 
punktes 1 wäre, und eine Kraft auf ihn wirkte, welche in jedem 
Augenblicke gleich der durch die Masse dividirten Summe aller äusseren 
Krafte ist" 

Anm. Es unterliegt also die Bewegung des Schwerpunktes eines beliebigen 
Körpers oder Vereines von EOrpern ganz den Gesetzen der Beweg^ong eines ein- 
zelnen Eörpeipunktes, während die Bewegung der übrigen Punkte, wie zum Bei- 
spiel bei einem geworfenen Stabe, eine viel verwickeitere sein kann. So gilt 
also zum Beispiel das Beharrungsgesetz (§ 20) unmittelbar auch für den Schwer- 
punkt beliebiger Vereine, namentlich wird der Schwerpunkt der ganzen Welt, da 
es für sie keine äusseren Kräfte giebt, entweder in Ruhe sein, oder seine Be- 
wegung unverändert beibehalten. Das Gesetz der Gegenwirkung (§ 21) bedarf fOr 
die Schwerpunkte zweier aufeinander wirkender Vereine noch besonderen Nachweises. 
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§ 32. „Wenn zwei Vereine auf einander wirken, so sind die öe- 
sammtkräfbe^ mit denen sie auf einander wirken^ einander eni^egen- 
gesetzt; und also die Bewegungsänderongen^ welche sie gegenseitig 
ihren Schwerpunkten mittheilen, entgegensetzt gerichtet und yerhalten 
sich ihrer Grösse nach umgekehrt wie die Massen.^ 

Denn es sei A der Schwerpunkt des Vereins A^^ -- -^ A^ und B 
der des Vereins B^y • • •, Bßt, diese Punkte beider Vereine mögen einzeln 
genommen die Massen 1, die Vereine selbst also die Massen a und /} 
haben; a sei die Bewegungsanderung^ welche der zweite Verein dem 
Schwerpunkte {A) des ersten mittheilt, und h die Bewegungsänderung, 
welche umgekehrt der erste Verein dem Schwerpunkte {B) des zweiten 
mittheilt; so ist zu beweisen, dass a : 6 = — ßia. 

Jeder Punkt des zweiten Vereins kann auf jeden Punkt des ersten 
eine Kraft übeu; die Summe dieser EriUfte sei s^ so ist (nach § 31) 

1 
a = — s. 

a 

Die EJräfte; mit denen jeder Punkt des ersten Vereins auf jeden des 
zweiten wirkt; sind den ErafteU; mit welchen dieser auf jenen wirkt; 
paarweise entgegengesetzt; indem nämlich (nach § 21) die zwischen 
denselben Punkten (zum Beispiel A^ und B^ wirkenden einander ent- 
gegengesetzt sind; folglich ist auch die Summe der Einwirkungen des 
ersten Vereins auf den zweiten = — 5; somit (nach § 31) 

h jS, 

also a : 6 = — /J : a. 

Anm. So zum Beispiel wird nicht nur ein Stuck Eisen vom Magneten ge- 
zogen, sondern auch der Magnet von dem Stücke Eisen; die beiderseitigen Be- 
wegungen haben entgegengesetzte Richtung und verhalten sich ihrer Grösse nach 
umgekehrt, wie die Massen. Wenn ein Stein senkrecht in die Höhe geschleudert 
wird, so bewegt sich zugleich die Erde nach unten, und wenn der Stein, nach- 
dem er seine grösste Höhe erreicht hat, umkehrt, so kehrt auch die Erde um, 
und beide nähern sich wieder, von einander angezogen; aber die Bewegung der 
Erde ist in dem Yerhältniss geringer als ihre Masse grösser ist, wird also ganz 
unspürbar sein. 
18 § 33. ;;Die Bj-aft, mit welcher sich zwei Körper oder Körper- 

theile im Verhaltnisse ihrer Massen anziehen; nennen wir Schwere 
(Gravitation)/' 

AnuL Die Art, wie diese Kraft von der Entfernung abhängt, soll späterhin 
nachgewiesen, und dort auch die vollständige Formel für die Wirkung dieser 
Kraft aufgestellt werden. Hier genügt es, zu wissen, dass unter sonst gleichen 
umständen die Schwere eines Körpers sich erstens verhält, wie die anziehende 
Masse, imd zweitens wie seine eigene Masse, so dass, wenn jene Masse im Ver- 
hältnis 1 : a wächst, diese im Yerhältniss 1 : /3, dann die Schwere jenes Körpers 
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im Verhältnisse von 1 : aß wachse. Die Schwere eines Körpers auf unserer EIrde 
ist die Summe der Kräfte, mit welchen er von allen Körperpunkten unserer Erde 
angezogen wird. 

§ 34. „DieBewegungsanderaiig^ welche der Schwerpunkt eines Körpers 
durch die Schwere erleidet^ ist von der Masse jenes Körpers unabhängig/^ 

Denn es seien zwei Körper^ deren Massen m und m^ sind^ unter 
sonst gleichen Umstanden durch Schwere gezogen^ so verhalten sich 
(nach § 33) die Schwerkräfte wie die Massen^ also wenn mp die 
Schwerkraft ist, durch die der erste gezogen wird, so ist rn^p die, 
durch welche der zweite gezogen wird Aber die Bewegungsänderung 
des Schwerpunktes ist (nach § 30) gleich der gesammten Kraft, diri- 
dirt durch die Masse, also für den ersten Körper mp im, för den 
zweiten m^p : m^ also für beide = p. Daher fallen auf der Erde, ab- 
gesehen vom Luftwiderstande, ungleich schwere Körper mit gleicher 
Schnelligkeit herunter, wie sich dies besonders deutlich zeigt, wenn 
man die Körper im luftleeren Baume fallen lässt. 

§ 35. „Setzt man die Bewegungsänderung, welche die Schwere 
dem Schwerpunkte eines in der Nahe der Erde befindlichen Körpers 
mittheilt, »» 2g, und nimmt an, dass bei der zu betrachtenden Bewegung 
diese Strecke 2g in ihrer Grösse und Richtung ungeändert bleibe, so 
ist die Bewegung des Schwerpunktes 

u = a + 2gt, 
und der Träger des Schwerpunktes 

p = ß + at + gfi, 
wo a die Anfangsbewegung und ß der Anfangsträger ist/^ 

Denn fOr die Bewegung des Schwerpunktes gelten (nach § 31) 
dieselben Gesetze, wie fiir die eines einzeluen Körperpunktes; also 
erhält man auch (nach §§ 17, 18) aus der Bewegungsänderung die 
Bewegung durch Integration und den Träger durch zweimalige Inte- 
gration, also aus v = 2g die obigen Gleichungen ftir u und p. 

Anm. Die Annahme, dass die Schwere bei der Fortbewegung in GrOsse 
tmd Bichtung nngeSiidert bleibe, gilt nur annähernd, da sie in grösserer Hohe 
abnimmt, und die Bichtung an verschiedenen Orten der Erdoberfläche verschieden 
ist. Nimmt man den Anfangspunkt der Träger im Anfangspunkte der Bewegung 
an, so wird der Anfangsträger ß ^^ 0. Wenn u null oder mit g parallel ist, wird 
die Bahn eine gerade Linie, wenn dagegen a mit g einen Winkel bildet, so ist 
die Bahn eine krumme Linie, welche man Parabel nennt. Sie lässt sich nach 
der obigen Formel fßr p unmittelbar konstruieren, denn die einzelnen Punkte 
erhält man dadurch, dass man in dieser Formel statt t einzelne Werthe, zum Bei- 
spiel 1, 2, 3, . . . setzt. Wenn a == ist, so nennt man die durch die Schwere 
hervorgerufene f Bewegfung den Fall, ist a nicht null, so nennt man sie den Wurf. 14 
Die Formel fclr den Fall der EOrper erhält man also, indem man a == setzt, 
auch kann man, wie erwähnt, ß ^=^ setzen. 

Graiimann, Werke. IL 8. 2 



Digitized by 



Google 



18 I. Grondrisfl der Mechanik. Programm 1867. 

§ 36. ,^ie Formeln fttr den Fall der Körper sind 

u = 2gt, 

wo p den ganzen Weg bezeichnet/' 

§ 37.*) Setzt man in § 36 statt t nach nnd nach die Werthe 
1, 2, 3, 4, 5, . . ., 
so erhält man für u nach und nach die Werthe 

2g, 4g, eg, 8g, 10g, • • • 
und für p 

g, 4tg, 9g, 16 g, 25 g, ... 

Subtrahirt man in dieser letzten Reihe jedes Glied von dem nächst- 
folgenden^ so erhält man die Wege in den einzehien Sekunden^ diese 
sind also nach der Reihe 

9, ^9y ^9, ^9, ^9, ' ' • 
Also: 

y^im Falle* verhalten sich die Wege in den einzelnen Sekunden 
wie die ungraden Zahlen^ die Geschwindigkeiten am Schlüsse der ein- 
zelnen Sekunden wie die geraden Zahlen^ die ganzen W^e wie dio 
Quadratzahlen^ und zwar erhält man die Werthe selbst^ wenn man 
diese Zahlen mit g, dem Wege in der ersten Sekunde^ multiplicirt. 
Durch Beobachtung hat man g (im Mittel) gleich 

preussische Fuss gefanden.'' 

Anm. In neueren Werken hat man nach dem Vorgänge der franzÖBischen 
Mathematiker diese althergebrachte Bestimmung, nach welcher g den Fallranm 
in der ersten Sekunde bezeichnet, vielfach dahin abgeändert, dass man unter g 
das Doppelte dieses Fallraums, also die Bewegungsänderung versteht, eine Neuerung, 
die nicht zu billigen ist. Die Grösse des Fallraums ist auf der Oberfläche der 
Erde nicht überall gleich; der Grund der üngleicheit liegt nicht nur in der 
elliptischen Gestalt der Erde, sondern viel mehr in der Umdrehung der Erde um 
ihre Aze, indem die dadurch bewirkte Schwungkraft der Schwerkraft entgegenwirkt. 

§ 38. Aus den Formehi § 36 findet man sogleich: 

X = 4pg, 

wo u die Geschwindigkeit eines von der Höhe p herabgefallenen 
Körpers bezeichnet/^ 

§ 39. Wenn wir die Strecken, welche in den Formehi von § 35 
vorkommen, auf eiue lothrechte (mit g parallele) gerade Linie, und auf 



*) In den §§ 87 — 42 sind mehrmals Strecken und ihre Längen mit den- 
selben Buchstaben bezeichnet. (A. d. H.) 
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die wagrechte (gegen g senkrechte) Ebene projiciren^ so wird jede 
dieser Strecken die Summe ihrer Projektionen, also a = ay^-\- a^^ 
t* = «1 + «»7 P = A + JPa; ^o «i; ^u «*« lothrechte, a^, u^, ft wage- 
rechte Richtung haben; und setzen wir dann noch den Anfangstritger 
null, so erhalten wir 

«1 + «» = («1 + 2^0 + «» 

indem wir die lothrechten Stücke durch eine Klammer zusammengefügt 
haben. In jeder f dieser Gleichungen müssen die wagrechten Glieder 16 
auf beiden Seiten gleich sein und ebenso die lothrechten (als Katheten 
kongruenter rechtwinkliger Dreiecke). Somit erhält man 

„Ml = «1 + 2gt, u^ = a^, 

Pi = oc^t + gfi, p^ = cc^t, 

wo oc^ der lothrechte Theil der Bewegung des Schwerpunktes zur Zeit 0, 
o, der wagrechte; u^ der lothrechte Theil der Bewegung zur Zeit t^ 
U| der wagrechte, und wo p^ der lothrechte Theil des gesammten 
Weges (der Strecke von der ersten bis zur letzten Lage des Schwer- 
punktes), Pji der wagrechte ist, und nur die Schwere 2g als wirkend 
angenommen wird.^^ 

§ 40. Es soll die Weite (e) des Wurfes auf wagrechter Ebene 
gesucht werden, wenn die Anfangsbewegung bekannt ist. 

Es sei c die Anfangsgeschwindigkeit und y der Winkel, welchen 
die Anfangsbewegung mit ihrer Projektion auf die ws^rechte Ebene 
bildet, so findet man für die Einführung in die Formeln § 39 
Og a= c cos y, «1 = — c sin y, 

wo das negative Zeichen genommen ist, weil a^ mit g entgegengesetzt 
gerichtet ist, femer: 

Ä = 0, 

Indem nämlich der Korper (genauer sein Schwerpunkt) von der 
wagrechten Ebene ausgehen und am Schlüsse seines Weges wieder in 
die wagrechte Ebene zurückkehren soll, so ist p^ = 0, und p^ die Weite 
des Wurfes = e. Somit folgt aus 

Pi^a^t + gfi 
die Formel 

= — csiny.^4" 9^} 
oder 

gt^ = c SIR y . t, 

folglich, da < =s ausgeschlossen ist^ 
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gt = c Bin y 
oder 

t = c sia y : g. 

Somit verwandelt sich die Gleichung 

in 

c = c cos y • ^ = c* sin y cos y : ^ = c* . 2 sin y cos y : 2g y 

oder da 

2 Biay cos y = sin 2y 
ist^ in 

c== c* sin 2y : 2g. 
Also: 

^yWenn ein Körper von einer wagrechten Ebene aus in einer gegen 
diese Ebene unter dem Winkel y geneigten Richtung mit der Oe- 
schwindigkeit c emporgeworfen wird, so ist die Entfernung (e) des 
Punktes, in welchem er wieder dieselbe wagrechte Ebene erreicht, 

c' sin 2 y 

'--^ 

und die Zeit t, welche er gebraucht, um dies Ziel zu erreichen, 

. cfliny ^ 

t -— • 

9 

§ 41. Es soll in gleichem Falle die grosste Höhe (h), die der 
geworfene Körper erreicht, gesucht werden. Der Körper steigt, so 
lange noch u^ negativ ist, er sinkt sobald ti^ positiv wird; er erreicht 
also seine grösste Höhe, wenn u^ =» ist. Dies giebt aus u^'^ai-^2gt 
(§39) die Formel: = — csiay -\- 2gt, also t=^C8iny:2g und 
also (aus § 39) 
16 pi = «1^ + flFf* — — c^ sin y + gfi. 



Führt man hier den gefundenen Werth von t ein, so erhalt man 

e* Bin* y 

Pi if-' 

also 

- c* sin* y 

da man nur den positiven Werth dieser Höhe sucht. Also: 

„Wenn ein Körper in einer Richtung, welche gegen die wagrechte 
Ebene unter dem Winkel y geneigt ist, mit der Geschwindigkeit c 
empor geworfen wird, so ist die grösste Höhe (über der wagerechten 
Ebene, von der er ausging), zu der er aufsteigt, 

, c* sin* y 

4p ' 



Digitized by 



Google 



Zweiter Abschnitt. Bewegung des Schweiponktes. 21 

und die Zeit, in welcher er diese Höhe erreicht^ 

. CBiny ^ 

Anm. Vergleicht man § 40, so zeigt sich, dass der EOiper zmn Steigen 
dieselbe Zeit gebraucht, wie znm Herabsinken bis zn derselben wagrechten Ebene, 
von der er ausging. Die Parabel, welche er dabei beschreibt, stellt sich besonders 
anschaulich dar, wenn man sie TOn ihrem höchsten Punkte aus konstruirt. Ist 
der Wurf ein lothrechter, so wird y =» 90®, also sin y «» 1, sin 2y =» 0, und die 
Formeln ^ s» c' : 4^, i ^^^ c\%g stimmen dann mit den Formeln § 38 und § 36. 

§ 42. Wie muss die Wurfbewegung im Anfange gerichtet sein, 
wenn ihre Oeschwindigkeit (c) bekannt ist, und ein Ziel getroffen 
werden soll, dessen Entfernung e ist, und welches, von dem Anfangs- 
punkte des Wurfes aus betrachtet, sich gegen die ws^rechte Ebene 
um den Winkel i erhebt? Man hat, wenn y die obige Bedeutung 
beibehalt, f&r die Einführung in die Gleichungen § 39 die Werthe 
«1 «= — c sin y , o, = c cos y, 
Pi = — e sin d, Pt = e eon 8. 
somit verwandeln sich die Formebi 

in 

— 6 sin tf= — csiny.^ + S'^ 
6 cos d = c cos y . fc 

Aus der zweiten folgt 

. e cos ^ 

ccosy 

Dadurch yerwandelt sich die erste, nachdem man mit e gehoben hat, in 

» csinvcos^ , 06 008*^ 

ccosy ' c'cos'y ' 

also, indem man mit c^cos^y multiplicirt, und die Glieder mit o^ auf 
die linke Seite gebracht und c^ herausgezogen hat, 

c^ (sin y cos y cos * — cos* y sin d) = ge cos* d. 
Multiplicirt man die Gleichung mit 2, und bedenkt, dass 

2 sin y cos y = sin 2y, 2 cos* y =s 1 + cos 2y 

ist, so erhalt man 

c* (sin 2y cos * — cos 2y sin d — sin tf) = 2ge cos* *, 17 

also 

c*sin(2y — *) = 2ge cos** + c* sin *. 

„Wenn das Geschütz sich gegen die wagrechte Ebene unter dem 
Winkel y erhebt und das Geschoss die Anfangsgeschwindigkeit c hat, 
das zu treffende Ziel aber yom Standpunkte des Geschützes um e ent- 
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femt ist, und sich das Ziel von diesem Standpunkte ans um den Winkel 
d erhebt; so besteht zwischen diesen Gh*össen die Gleichung 
c^sin (2y — *) — 2ge cos** + c« sin *.« 

Anm. Wird 0=^0^ so geht die Formel § 40 hervor, [wird d negativ, so 
kehrt sich das Zeichen auf der linken and rechten Seite mn].*) Alle diese Formeln 
gelten fSr den Wnrf in der Luft nicht mehr genau, da der Luftwiderstand be- 
deutende Abweichungen hervorruft. Li grösseren Entfernungen, wie sie zum Bei- 
spiel die Himmelskörper von einander haben, hat man auf die Veränderung der 
Richtung und Ghrösse der Schwerkraft Bücksicht zu nehmen, um die Bahnen der 
Himmelskörper ableiten zu können. Die Gesetze, nach denen sich diese Bahnen, 
namentlich die der Planeten, richten, sind zuerst von Kepler (um 1610) ent- 
deckt worden. 

§ 43. Die Eepler'schen Gesetze der Planetenbewegung sind folgende: 

1) ^^er Träger^ der von der Sonne nach dem Planeten gezogen 
wird, beschreibt in gleichen Zeiten gleiche Flächenrämne/^ 

2) ;^ie Bahnen der Planeten sind Ellipsen, in deren einem Brenn- 
punkte die Sonne steht/^ 

Die Ellipse ist nämlich die Projektion eines Kreises, und Brenn- 
punkte sind die Punkte, in welchen der grösste Durchmesser der 
Ellipse von einem Kreise geschnitten wird, dessen Mittelpunkt im End- 
punkte eines kleinsten Halbmessers der Ellipse liegt^ und dessen Halb- 
messer gleich dem grössten Halbmesser der Ellipse ist. 

3) „Die Quadrate der TJmlaufszeiten verhalten sich wie die Würfel 
der mittleren Entfernungen von der Sonne.'' 

Diese mittleren Entfernungen sind zugleich die grössten Halb- 
messer der Ellipsen, also t^ : t^^ = a' : o^*, wenn t und r^ die Umlaufs- 
zeiten zweier Planeten und a und a^ die grössten Radien der beiden 
Ellipsen sind, in denen sie sich bewegen. 

Anm. Newton hat diese Gresetze, so wie alle grösseren und kleineren Ab- 
weichungen, welche durch die gleichzeitige Bewegung der Sonne und durch die 
Störungen benachbarter Weltkörper bedingt sind, aus den obigen drei Gesetzen 
abgeleitet, indem er nur noch das Gesetz zu Hülfe nahm, dass die Schwerkraft 
abnimmt, wie das Quadrat der Entfernung zunimmt. Von der Art, wie man nach 
Newtons Methode dies Gesetz und dann die übrigen Erscheinungen ableiten kann, 
soll im Folgenden ein BUd gegeben werden. Zunächst soll der erste Eepler'sche 
Satz in allgemeinerer Form bewiesen werden. 

§ 44. „Wenn die Kraft;, welche auf einen sich bewegenden Punkt 
wirkt, stets nach einem festen Punkte hingerichtet ist, so beschreibt 
der von dem letzteren nach dem ersteren gezogene TnLger in gleichen 
Zeiten gleiche Flächenräume/' 

Es sei M der feste Punkt, P der sich bewegende, und sei die 
Kraft zuerst als eine nur stossweise wirkende angenommen, so nämlich, 

*) Die eingeklammerte Stelle ist unklar ausgedrückt. (A. d. H.) 
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dass die aufeinander folgenden Stösse durch gleiche Zeiträume getrennt 
sind. In ii^end einem solchen Zeiträume (t) f möge der Punkt P 18 
den Weg AB machen. { Fig. 1. } Wenn nun in B keine Kraft wirkte^ 
so würde er (nach § 20) in dem nächst- 
folgenden gleichen Zeiträume (ir) eine gleiche 
(also auch gleichgerichtete) Strecke BC 
zurücklegen. Nun sei die Eraft^ welche 
in dem Augenblicke, wo der Punkt P in £ 
angelangt isi^ auf ihn wirkt, so gross, dass 
durch sie, wenn der Punkt nicht schon in 
Bewegung wäre, in dem nächstfolgenden 
Zeiträume der nach M hin gerichtete Weg 

BD zurückgelegt werden würde, so wird vermöge beider Ursachen 
(nach § 23) der Weg BC + BD zurückgelegt. Man vollende das 
Parallelogramm DBCE, so ist die Strecke BE = BC+BDy also 
BE der wirkliche Weg in dem zweiten Zeiträume. Nun beschreibt 
der Träger in dem ersten Zeiträume den Flächenraum des Dreiecks 
MABj in dem zweiten, ebenso so grossen Zeiträume, den Flächenraum 
des Dreiecks MBE, beide aber sind dem Flächenraume des Dreiecks 
MBC gleich, da MAB mit MBC gleiche Grundseite AB = BC und 
gleiche Höhe (das Loth von M auf die gerade Linie AB), und da 
MBE mit MBC gleiche Grundseite MB und gleiche Höhe (die Ent- 
femui^ der beiden Parallelen MB und CE hat. Somit sind auch jene 
ersten beiden Flächenräume gleich. Es beschreibt also der Träger in 
jenen beiden gleichen Zeiträumen, also auch überhaupt in gleichen 
Zeiträumen gleiche Flächenräume. Dies gilt^ in wie kurzen Zwischen- 
räumen auch die Stösse auf einander folgen, abo auch, wenn diese 
Stösse unmittelbar auf einander folgen, das heisst die Kraft stetig wirkt. 

Anm. Hierbei ist es gleichgiltig, ob P ein EOrperpunkt oder der Schwer- 
punkt eines KOipers ist. Wenn der Punkt M nicht fest ist, sich aber gleich- 
massig bewegt, so gilt der Satz noch, wenn man statt des Trägers MP einen 
gleichen (also auch gleichgerichteten) Träger M'P' von einem festen Punkte M' 
aus zieht und die von diesem letzteren beschriebenen Flächenräume betrachtet. 
Stellt man sich nun zwei Weltkörper vor, welche ungestört von den übrigen sich 
bewegen, so dass also der Verein beider von keiner äusseren Kraft gezogen wird, 
80 ist nach § 31 die Bewegungsänderung des gemeinschaftlichen Schwerpunktes 
beider gleich Null; und es kann also dieser Schwerpunkt in dem eben ange- 
gebenen Sinne als feststehend betrachtet werden. Findet nun die gegenseitige 
Anziehung beider in der geraden Linie, welche ihre Schwerpunkte verbindet, 
statt, was bei der grossen Entfernung und der nahe kugelförmigen Gestalt der 
Himmelskörper in dem Grade genau angenommen werden kann, dass eine Ab- 
weichung davon sich jeder Beobachtung entzieht, so wird, da der gemeinschaft- 
liche Schwerpunkt (nach § 27) auch in dieser Verbindungslinie liegt, die Voraus- 
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Setzung unseres Satzes erftlllt, und also der Ton diesem gemeinschafüiclien 
Schwerpunkte nach dem Schwerpunkte eines jeden gezogenen Trägers in gleichen 
Zeiten gleiche Bäume beschreiben. 

§ 45. Es soll die Beziehung zwischen der Geschwindigkeit eines 
Punktes und der auf ihn wirkenden, nach einem festen Punkte M ge- 
richteten Kraft gefunden werden^ wenn der Punkt P mit gleichförmiger 
Geschwindigkeit einen Kreis um den festen Punkt M beschreiben soll 
Zunächst stelle man sich statt des Kreises ein regelmässiges Viel- 
eck vor, dessen Umfang von P mit gleichförmiger Geschwindigkeit 
durchlaufen wird, und dessen Mittelpunkt M sei. {Fig. 2.} Es seien 
AB und BC zwei Seiten des regelmässigen 
Vielecks, und sei die Baute AB CD vollendet, 
so hat BD die Richtung nach M zu, und das 
19 / ^""iö^ ^ Dreieck ABB ist f ähnlich dem Dreieck MAB\ 

es yerhält sich also BM : AB=^ AB : BD, das 
heisst AB^ => BM . BD. Damit nun der Um- 
fang des Vielecks mit gleichförmiger Geschwin- 
digkeit durchlaufen werde, muss die Kraft stoss- 
weise wirken. Denn während der Punkt P 
zum Beispiel von A nach B gleichmässig forir 
Bchreitet, kann keine Kraft auf ihn wirken, weil keine Bewegungsänderung 
stattfindet. Es sei etwa t die Zeit, in welcher AB durchlaufen wird. In 
dem Augenblicke, wo er in £ angelangt ist, muss nun eine Kraft wirken, 
vermöge deren er in dem nächsten Zeiträume r statt eines mit AB 
gleichen und gleichgerichteten Weges den Weg BC zurücklegt; da 
nun die Strecke BC = AB -|- BD ist, so muss die Kraft, die in f 
wirkt, so gross sein, dass sie in der Zeit t die Bewegungsänderung 
BD hervorrufen würde. Ist nun r = 1 Sekunde, so ist AB (nach 
§ 3) die Bewegung (Geschwindigkeit), welche der Punkt P in jedem 
Augenblicke, während er von A nach B sich bewegt, hat, und BD die 
Bewegungsänderung, die er in B erfährt; also da AB^ = BM . BD 
war, so ist die Geschwindigkeit (AB) die mittlere Proportionale zwi- 
schen der Bewegungsänderung (BD) und dem grossen Halbmesser (BM), 
Ist aber ir = 7 Sekunde, so ist die Bewegung (Geschwindigkeit) u 
gleich nABy und die Aenderung, welche diese Bewegung nAB in 
einer ^ Sekunde erleidet, = nPD, also die Aenderung, welche die 
Bewegung in einer ganzen Sekunde erleiden würde, wenn jene Aende- 
rung sich in der ganzen Sekunde gleichmässig fortsetzte, n-mal so 
gross, das heisst n^BD] also u = nAB, v = n^BD, also noch immer 
it« = t? . BM oder = rr, wenn r den grossen Halbmesser des Vielecks 
bezeichnet. Diese Gleichung gilt, wie klein auch die Seiten des regel- 
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massigen Vielecks sein mögen, also auch, wenn dies in einen Ereis 
übergeht, also: 

,,Wenn ein Pnnkt sich in einem Ereisumfange mit gleichförmiger 
Geschwindigkeit bewegen soll, so muss die Kraft nach dem Mittel- 
punkte hingerichtet nnd die Geschwindigkeit die mittlere Proportionale 
sein zwischen dem Halbmesser des Kreises und der Bewegungsändemng, 
welche durch die Kraft hervorgerufen wird.^ 

Anm. Setzt man die Masse des bewegten Punktes »= 1, so kann man (nach 
§ 19) statt der Bewegnngs&ndenmg anch die Kraft selbst setzen. Wenn die Kraft 
zwar nicht nach dem Mittelpunkte M gerichtet ist, aber sie sich (nach § 28) in 
zwei Kräfte zerlegen lässt, von denen die eine in der Richtung der Tangente 
wirkt, die andere aber nach dem Mittelpunkte M gerichtet ist und in jedem 
Augenblicke (die Masse des bewegten Punktes 1 gesetzt) die dritte Proportionale 
zu dem Halbmesser und der in diesem Augenblicke stattfindenden Geschwindigkeit 
ist, so wird der Punkt P auch in diesem Falle noch einen Kreis um M be- 
schreiben, vorausgesetzt, dass seine Bewegung in irgend einem Augenblicke die 
Richtung der Tangente an diesem Kreise hat. Denn die Tangentialkraft ändert 
nur die Qeschwindigkeit, aber nicht die Bahn des Punktes. Also: 

§ 46. ^^amit ein Punkt P, dessen Masse 1 ist^ eine Kreisbahn 
um den Mittelpunkt M beschreibe , ist nothwendig und hinreichend^ 
dass er sich in irgend einem Augenblicke in der Tangente an dieser 
Bahn bewege, in jedem Augenblicke aber die Projektion f (t;') der 20 
Kraft auf den Radius MF die dritte Proportionale sei zu dem Radius 
(r) und der Geschwindigkeit (ti), also r : w = w : v' sei." 

Anm. Es versteht sich nach dem Früheren, dass der Satz auch gilt, wenn 
P der Schwerpunkt eines Körpers von der Masse m ist, nur dass man dann (nach 
§ 31) statt der Kraft die durch die Masse dividirte Simmie aller äusseren Kräfte 
setzen muss. Wir suchen nun nach Newton's Vorgänge das Gesetz, nach welchem 
die Kraft sich mit der Entfernung von dem anziehenden Punkte Sjidem muss, 
damit der angezogene Punkt eine Ellipse 
beschreihe, in deren einem Brennpunkte der 
anziehende Punkt liegt. (Vergl. Moebius 
in CreUe Bd. 31, S. 174 {Ges. Werke Bd. 4, 
S. 319.}) 

§ 47. Man stelle sich vor^ dass 
der Punkt P (Fig. 3} sich in einer 
EUipse bewege, während er von einer 
Kraft gezogen wird, die stets nach 
dem einen Brennpunkte F der Ellipse 
hingerichtet ist. Die Masse des sich 
bewegenden Punktes sei = 1 ange- 
nommen. Die Ellipse ist Projektion 

eines Kreises. Es sei die von P beschriebene EUipse die (stets durch 
senkrechte Linien bewirkte) Projektion eines Kreises, dessen Ebene 
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die Ebene der Ellipse in einer geraden Linie schneide, in welcher der 
Durchmesser AB des Kreises und also auch sein Mittelpunkt M liegt. 
Der Neigungswinkel der beiden Ebenen sei a. Errichtet man also in 
P ein Loth auf der Ebene der Ellipse, so geht dies fortwährend durch 
einen Punkt im Umfange jenes Kreises. Dieser Punkt heisse P\ so 
dass also P' den Kreisumfang durch^.ufl;, wahrend P den Umfang der 
Ellipse durchläuft. Fällt man das Loth PQ auf AB und yollendet 
das Dreieck PQP', so ist auch P'Q auf AB senkrecht und 

<^PeP'=a; 

also 

(1) PP'=P'Ö sin a, QP=rQcoHa, 

wenn nur die Längen dieser Seiten betrachtet werden. Da bei der 
Projektion alle mit AB parallelen Strecken unverändert bleiben, alle 
zw AB senkrechten ihre Längen im Verhältnisse von 1 : cos a ändern, 
aber zu AB senkrecht bleiben, so verändem sich alle Flächenräume 
gleichfalls im Verhältnisse von 1 : cos a. Namentlich, wenn jf^ der 
Flächenraum ist, den der Träger FP in der Zeiteinheit beschreibt, 
und \f^ der, den FP' beschreibt, so ist 

(2) p:p = C08a:l. 

Es sei MA mit a bezeichnet, der gegen MA senkrechte (kleinste) 
Halbmesser der Ellipse, MC sei mit b bezeichnet, und das Loth CC, 
was auf der Ebene der Ellipse errichtet ist, und den Kreisumfang in 
C trifiFt, mit e, wo aber a, b, e blosse Längen (nicht zugleich die 
Richtungen) bezeichnen, so ist in dem rechtwinkligen Dreieck MGC 
(wie oben gezeigt) ^ CMC = a 

(3) 6 = a cos a, e = a sin a, 6^ + ^* = <**• 

Nun liegt (nach § 43. 2) der Brennpimkt F in einem Kreise, der um 
C mit a geschlagen ist, also ist in dem rechtwinkligen Dreieck CMFj 
MF^ = a« — 6« = e» (nach (3)), aUo 

(4) MF=e, 

FäUt man nun von JFauf P'JJf das Loth PD, so ist A MDFLnMQP^ 
21 also t Pi> : MF=- P'Q : MP\ das heisst FD:e-:=- P'Q\a oder 

PD = -^ P'Q = rq sin a = PP' (nach (1)). 

Also FD = PP'-^ folglich sind nun auch die rechtwinkligen Dreiecke 
P'DF und FPP' einander kongruent, weil sie ausser der gemein- 
schafklichen Hypotenuse P'F auch die gleichen Katheten FD und P'P 
haben, also 

(5) P'D = FP = r, 
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indem wir die Länge des Trägers JPP mit r bezeichnen, und alle diese 
Gleichungen nur auf die Länge der genannten Linien beziehen. Ziehen 
wir nun noch an dem Kreise in P' die Tangente P'R' und machen 
sie gleich lang der Geschwindigkeit u\ welche der Punkt P' im Kreise 
hat, so ist der von dem Träger FP' in einer Sekunde beschriebene 
Flächenraum, den wir = \f'^ gesetzt hatten, 

= \B'P\P'D = \R'P\r, 
also 

(6) r^u'r. 

Ist nun v' die nach F gerichtete Kraft, mit welcher P' sich bewegt, 
V die nach F gerichtete Kraft, mit welcher P sich bewegt^ und k die 
Projektion der ersteren auf P'M, so ist erstens (nach § 46) 

(7) u'^ = ai; 

femer ist v die Projektion von v' auf die Ebene, und da v die Rich- 
tung von PF, v' die von P'F hat, so verhält sich 
v:v=PF:P'F=r:P'Fy 

aber auch, da Je die Projektion von v' auf P'D ist, und v' die Richtung 
von PF hat, k:v' =^ P'D : P'F ^r: P'F (nach (5)). In diesen 
beiden Proportionen v\v'^=^ri P'F und hw' ^=r\ P'F sind drei 
entsprechende Glieder gleich, also ist Tc^^v, und die Gleichung (7) 
verwandelt sich in 

(8) w'* = av. 

Multipliciren wir diese Gleichung mit r^, und setzen statt u'r seinen 
Werth /"* (aus 6) oder /** : cos a (aus 2), so erhalten wir 

(9) (d^) = «-*• 

Setzen wir endlich für cos a seinen Werth i : a aus (3), so wird 
f^a^ : 6* = avf^y oder bezeichnet man 6* : a mit p (Parameter der 
Ellipse), so erhält man 

(10) f^=^pvf» oder » = ^.. 

Eier ist ausser der Kraft v nur die Entfernung r des Punktes P vom 
Brennpunkt F der Ellipse veränderlich. Also: 

„Damit ein Punkt P in einer Ellipse sich bewege, in deren einem 
Brennpunkt F der anziehende Punkt sich befinde, ist nothwendig, dass 
die anziehenden Kräfte sich umgekehrt verhalten wie die {Quadrate der} 
Entfernungen des angezogenen Punktes vom anziehenden; und f zwar muss 22 
dann die Bewegungsänderung (v) jenes Punktes erhalten werden, indem 
man das Doppelte (f) des Flächenraums, den der Träger FP in einer 
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Sekunde besclireibt^ aufs Quadrat erhebt ^ und dies Quadrat durch den 
Parameter (p) der Ellipse und durch das Quadrat des Tragers dividirfc. 
Und umgekehrt; wenn die Bewegungsänderung stets diese Ghrösse und 
die Richtung von PF hat^ und in irgend einem Augenblicke P in 
dem Umfange der Ellipse und also in der Richtung der Tangente an 
der Ellipse sich bewegt^ so muss der Punkt auch stets im Um&nge 
der Ellipse bleiben/' 

Anm. Der letzte Theil des Satzes folgt nämlich sogleich ans § 16. Es zeigt 
sich also, dass anch mngekehrt, wenn die Schwere sich umgekehrt wie das 
Quadrat der Entfernung verhält, das zweite Eepler*sche Gesetz sich als notwendig 
ergiebt. 

§ 48. Die Umlaufszeit (r) ist gleich dem ganzen Flachenraum 
der Ellipse, diridirt durch den in der Zeiteinheit ron dem Trager be- 
schriebenen Flächenraum. Aus der Beweisführung in § 47 (zu Formel 
(2)) folgt, dass der Inhalt der Ellipse aus dem Inhalt des Kreises, 
dessen Projektion sie ist, erhalten wird, indem man diesen mit dem 
Cosinus des Projektionswinkels multiplicirt. Also wenn man die im 
§ 47 gewählten Bezeichnungen beibehält so ist der Inhalt der Ellipse 
= a^jt cos a (nach § 47, (3)) = aftsr, somit wird, wenn \p der in 
der Zeiteinheit beschriebene Flächenraum ist, 

t = 2abjc : P 
oder 

r« = Un^x^ : f\ 

aber nach § 47 ist t? = /* : pr^, also /* = vpr^, somit 

pvr^ «r* ' 

weil p ^=^V la^ also 6* = ap ist Nun ist die durch die Schwere be- 
wirkte Bewegui^änderung (nach § 34) unabhängig von der bewegten 
Masse, und wenn der anziehende Körper (beim Planetensysteme die 
Sonne) derselbe ist, so wird auch für yerschiedene angezogene Körper 
(Planeten) sich 



1 1 



v:t;, = -j:--i =n":r 



2 . «.2 



r* 



1 



verhalten, das heisst vr^ ist eine unveränderliche Grösse; diese sei mit 
X bezeichnet, so ist 






Hier sind für die verschiedenen angezogenen Körper nur r und a ver- 
änderlich; somit ergiebt sich auch das dritte Kepler'sche Gesetz als 
nothwendig. 

Anm. Wir haben bei diesen Entwickelnngen § 47 nnd § 48 angenommen, 
dass der anziehende Körper in dem festen Brennpunkte der Ellipse stände. Dies 
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ist nicht genau richtig, da der feste Punkt der gemeinschaftliche Schwerpunkt 
der Sonne und des Planeten ist. Wenn die Masse des Planeten (i ist, die Masse 
der Sonne als 1 angenommen, so liegt der gemeinschaftliche Schwerpunkt (F) 
der Sonne (S) und des Planeten (P) zwischen S und P so, dass die Entfernungen 
beider von F im umgekehrten Verhältnisse ihrer Massen stehen, also PF : FS = 1 : fc, 
alBo PF : PÄ = 1 : 1 + f* sich verhalt. Will man also statt PF ^ r die Ent- 
fernung P5as r^ einführen, so hat man r^ = r{l -{- fi), was dann fOr t; die 
Formel giebt 

/^^l + ft)« 
V ■= = — • 

und will man ebenso in § 48 die mittlere Entfernung (Oi) des Planeten P von 
der Sonne statt der mittleren Entfernung (a) desselben von F einfahren, so erhält 
man, wenn man genauer vr^* konstant bs x^ setzt: 

HtCi + ft) 
ftLs die genauere Formel, durch welche das dritte Kepler'sche (resetz eine kleine 
Aendemng erleidet, da auch ft von einem Planeten zum andern sich ändert. 

§ 49. Das Gesetz der Schwere (Gravitation) lässt sich (nach § 33 
und § 47) in der Form darstellen 

yywo k die Kraft ist, mit welcher zwei Punkte, welche die Massen m 
und m^ und die gegenseitige Entfernung r haben, sich durch Schwere 
einander anziehen (und A die Kraft ist, mit der sie sich anziehen 
würden, wenn ihre Massen und ihre Entfernung gleich 1 wären)/' 

Anm. Die entwickelten Sätze sind die wichtigsten und allgemeinsten Sätze 
fiber die Bewegung des Schwerpunktes eines Vereins. Für die Bewegung der 
sämmtlichen übrigen Punkte des Vereins sollen im Folgenden die allgemeinsten 
Sätze aufgestellt werden, zu deren Begründung und einfacher Darstellung noch 
die Multiplikation der Strecken genauer festzusetzen ist. 
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Dritter Abschnitt. 
Flächenbewegong nnd Arbeit eines Vereins. 

§ 50. Wenn a und b Strecken sind^ so versteht man unter dem 
äusseren Produkte [ab] den Flachenraum des Parallelogramms^ dessen 
erste Seite = a und dessen zweite (sich daran anschliessende) Seite 
= b ist; und zwar werden zwei solche Flächenraume [ab] und [cd] 
einander gleichgesetzt, wenn sie in parallelen Ebenen liegen, gleichen 
Inhalt haben, und gleichbezeichnet sind, das heisst, die zweite Seite 
(&, d) von der ersten (a, c) aus betrachtet nach derselben (rechten oder 
linken) Seite hin liegt, in jedem andern Falle verschieden. Entgegen- 
gesetzt bezeichnet sind sie, wenn sie zwar in parallelen Ebenen liegen, 
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aber die zweite Seite von der ersten aus betrachtet in dem einen 
Parallelogramm nach rechts, in dem andern nach links hin liegt. 
Namentlich ist [ab] = — [6a]. Femer [ab] = 0, wenn a mit 6 parallel 
ist, also [bb] stets null. 

Anm. Wemi die Strecke a^^ÄB, h^BCy und AB CD ein Parallelogramm 
ist, so ist [ab] in dem angegebenen Sinne gleich dem Inhalte des Parallelo- 
gxammes AB CD. Die zweite Seite b liegt von der ersten a ans betrachtet nach 
links, wenn man nach links hin abbiegen muss, nm von A über B nach C zu 
kommen. Die das Produkt einschliessende Klammer ist gewählt, am das Produkt 
von dem algebraischen zu unterscheiden. Dass die äusseren Produkte gleich sind, 
wenn ihre entsprechenden Faktoren gleiche Strecken sind, liegt unmittelbar in 
der Erklärung. Inwiefern die weiteren Gesetze der äusseren Multiplikation mit 
denen der Algebra übereinstimmen, werden die folgenden zwei Nummern zeigen. 

§ 51. Für die äussere Multiplikation gelten die Gesetze 

24 [a(b + c)] = [ab] + [ac] 

[(b + c)a]^[ba] + [ca] 

und zwar ist die erstere Formel, wenn die Flächenraume [ab] und [ac] 
nicht in einer Ebene liegen, ab Erklärung der Summe solcher Flächen- 
räume au£sufassen. 

Um die erstere Formel för den Fall, dass a, b^ c ia einer Ebene 
liegen, zu beweisen, sei a «= AB, b = BC^ c^= CD gesetzt. AlsdftTin 

sind drei Fälle zu unterscheiden, je 
nachdem CD mit AB parallel, oder 
sich (in der Richtung von C nach D) 
von der Linie AB entfernt oder sich 
ihr nähert. Im ersten Falle { Fig. 4 } ist 
[ac] = (nach § 50), weil a = AB 
mit c = CD parallel ist. Vollendet man dann die Parallelogramme 
ABCE und ABDF, so sind sie von gleicher Grundseite und Höhe, 

also an Inhalt gleich, aber auch gleichbezeich- 
net, also (nach § 50) gleiche FlächenriLume. 
Also da ABCE = [ab], ABDF = [a(6 + c)] 
[ab] + [ac] = [ab] = [a(b + c)l 
Im zweiten Falle { Fig. 5 } seien die Parallelo- 
granune ABCE, ECDF, ABDF vollendet, 
und durch C die Parallele mit BA gezogen, 
die BD in H und AF in G schneide, so ist 
[a(b + c)] = ABDF. 

Aber dies Parallelogramm enthält als seine beiden Theile die mit ihm 
gleichbezeichneten Parallelogramme ABHG und QHDF, ist also 
deren Summe, also 
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= ÄBHO + GHDF = ABCE + ECDF, 
da die entsprechenden Parallelogranune gleiche Grandseite und Höhe 
nnd gleiches Zeichen haben^ 

= [«&] + [«4 

Im dritten Falle {Fig. 6} trifPt die von C mit AB gezogene 
Parallele die Verlängerungen von BD und AF, die Durchschnitts- 
punkte mögen auch hier H tuid G 
heissen, so ist 
[a(b + c)] = IAB{BC + CD)] 

— [AB . BD] = ABDF 
= ABHO — FDHG. 
Aber FDHG^FDGE^ — ECDF, 
weil in den letzteren beiden die zweiten 
Seiten (DG und CD) von den ersten FD und EC aus betrachtet 
nach yerschiedenen Seiten hin liegen, also 

[a(6 + e)] = ABHG + ECDF = [a6] + [ac]. 

Somit ist die erste Formel aUgemein bewiesen^). Aus ihr folgt 
die zweite, indem man in jedem Gliede die Faktoren umtauscht, wobei 
sich (nach § 50) das Zeichen umkehrt, und dann die Gleichung 
mit ( — 1) multiplicirt. So erMlt man also aus der erwiesenen Glei- 
chung zuerst 

-[(6 + c)a] = -[6o]-[c«L 
und dftTiTi 

[(6 + c)a] = [H + M- 

§ 52. Da zwei Parallelogranmie, in denen eine Seite gemein- 
schaftlich ist, und die daran stossenden in denselben graden Linien 
liegen, sich wie diese anstossenden Seiten verhalten, so folgt: 

„Statt einen Zahlfaktor einem Faktor des äusseren Produktes bei- 26 
zuf&gen, kann man ihn dem ganzen Produkte beifügen^'; das heisst 
[aa . 6] — a[ab] oder [a . «6] = a[ab]. 

Anm. Die beiden letzten Sätze stimmen mit denen der Algebra überein, 
niDur mnsB man sich hüten, zwei Faktoren xmiznstellen, ohne das Zeichen umzukehren. 

§ 53. „Wenn Pu p^y - " die Träger der an Masse gleich 1 ge- 
setzten Punkte eines Vereines und u^, t^, . . . die Bewegungen be- 
zeichnen, in denen diese Punkte in irgend einem Augenblicke begriffen 
sind, so verstehen wir unter der Flächenbewegung (ü) die Summe 
der äusseren Produkte der Träger in die Bewegungen, so dass also 

*) streng glommen ist noch ein weiterer Fall zu betrachten, deijenige 
nftmlich, wo FD und EC aof entgegengesetzten Seiten von AB liegen. (A. d. H.) 
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ist. Unter Aenderung der Plächenbewegung verstehen wir die 
Grösse F, welche aus der Flächenbewegong U auf dieselbe Weise 
hervorgeht^ wie die Bewegnngsanderung v eines Punktes aus der Be- 
wegung u desselben^ das heisst^ wenn U die Flächenbewegung zur 
Zeit ty TT die zur Zeit t -\- x und r ^^ Sekunde ist, so ist n{U' — TT) 
um so genauer = F, je kleiner t wird, und genau = F, wenn r ver- 
schwindet." 

Anm. Es bezieht sich also die Flächenbewegnng und ihre Aendemng stets 
auf einen bestimmten Punkt 0, der als Anfangspunkt der Träger angenommen 
ist. Wenn die Flächenbewegung des Vereins sich nicht ändert (also F »» o ist), 
so ist die Summe der Flächeni^ume, welche die Träger bei der Bewegung be- 
schreiben, unveränderlich (die Summe derselben in dem Sinne von § 61 genommen). 
Die FUlchenbewegnng und ihre Aenderung sind hiemach Flächenräume (in dem 
Sinne von § 50). 

§ 54. ,,Die Aenderung der Flächenbewegung ist f&r jeden Punkt 
(die Masse jedes Punktes gleich 1 gesetzt) gleich dem Momente der 
auf ihn wirkenden Kraft, das heisst gleich dem äusseren Produkte des 
Tragers in die Kraft, also = Lpt;], und fOr den ganzen Verein gleich 
dem Gesammtmomente aller Kräfte, das heisst 

V= OifJ + [A»J + • • •, 
WO Pi, i?2; • • • die Trager, t?i, t?,, • • • die Kräfte sind." 

Denn V erhalt man aus U (nach § 53), indem man statt U den 
Werth JJ' setzt, den es eine -^ Sekunde später annimmt, wobei man 
die ^ Sekunde = r setzt, dann n{U — TT) bestimmt und darin nach 
Anwendung der Gleichung nr = 1 den Werth r verschwinden llsst. 
Nun seien p/, u^^ p,', u^', - • - die Werthe, in die p^, u^, ft, w^, • • • 
nach ^ Sekunde übergegangen sind, so ist 

Aber, wenn p' und u' die Werthe sind, in welche p und u nach der 
Zeit T =: einer n-teL Sekunde übergehen, so ist (nach § 9 und § 13) 

p' == p + t*r + a?r*, 

m' = ti + vr + yr*, 

wo X und y steigende Potenzeihen von r sind, und p der Träger, u die 
26 Bewegung, t; f die Bewegungsänderung oder Kraft bezeichnet, also 

[p'w'] = [pu] + lpv]t + luu]t + Zr^ 

wo Z eine steigende Potenzeihe yon r ist, also, da [uu] nach § 50 
NuU ist, 

[P'W] — [pu] = lpv]t + Zt^ 
und 
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weil nr «= 1 ist. Nun ist 

n(tr'- U) ^ n(|>/V] - [Px«.]) + «([!','«,'] - [ftM,]) + . . ., 
also nach der eben bewiesenen Formel 

= (IPt^tl + Z,z) + ([ftt;,] + Z,x) + . . ., 
= [Pi«i] + [!»,»,] + --- + Z'r, 
wenn Z^ + Z, + • • •, was wieder eine steigende Potenzreihe von r ist, 
mit Z' bezeichnet wird. Hieraus wird V erhalten, indem man r ver- 
schwinden lasst, also 

§ 55. ,,Die Aenderung der Flachenbewegung eines Vereins ist 
unabhängig von den inneren Kräften des Vereins, sowie auch von 
den auf den Anfangspunkt der Träger wirkenden Kräfte, und gleich 
dem Oesammtmoment aller äusseren Kräfte; die Flächenbewegung bleibt 
daher ganz unverändert, wenn die Summe { der Momente } der äusseren 
Kräfte Null ist.« 

Denn betrachtet man zum Beispiel die zwischen den Pimkten A^ 
und A^ (zu denen die Träger p^ und p, gehören) wirkenden inneren 
Kräfte, also die Kraft h^ mit der A^ auf A^ wirkt, und die (nach § 21) 
damit entgegengesetzte Kraft (also — i), mit der A^ auf -4, wirkt, so 
liegen (nach § 21) diese beiden in der Verbindungslinie A^A^- Die 
aus diesen zwei Kräften entspringenden Glieder von V sind daher 

[ft*] + [p.(- m = [Pi*] - [p.*] = [(i>i - a)*]- 

Aber p^ — p^ ist gleich der Strecke A^A^\ denn wenn der Anfangs- 
punkt der Träger ist, so ist 

Pi — ft = OA^ — 0A^ = A^O -\- 0A^ = A^A^, 

abo wird die Summe jener aus der gegenseitigen Einwirkung der 
Punkte A^ und A^ entspringenden Glieder gleich Null, weil diese Summe 
^ [A^A^ . k] ist, und weil Je in der Verbindungslinie A^A^ liegt, und 
daher [A^Al^ . 1c] nach § 50 verschwindet. So verschwinden also aus V 
alle inneren Kräfte, ebenso aber auch die auf wirkenden Kräfte, 
weil für sie der Träger, also der eine Faktor des äusseren Produktes, 
Null wird. 

Anm. Es ist dieser Satz von sehr allgemeiner Bedentung. Er schliesst 
unter anderm nicht nur den ersten Eepler'schen Satz ein, sondern anch den be- 
rühmten Satz von der unveränderlichen Ebene des Sonnensystems, indem nämlich 
die Vielfachen-Summe der von den Trägem der Planeten und der Sonne be- 
schriebenen Flächenräume, nachdem jeder Flächenraum noch mit der Masse des 
zugehörigen WeltkGrpers multiplicirt ist, die Hälfte der Flächenbewegung dar- 
stellt, und diese (abgesehen von Kräften, die etwa von anderen Sonnensystemen 

G rafs mann, Werke, n. S. 3 
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her wirken) nach nnserm Satze unveränderlich ist, das heisst von nnveränderlicher 
Grösse und unveränderlicher Ebene. Fdr den Begriff der Arbeit, zu dem wir nun 
übergehen, bedürfen wir noch einer neuen Multiplikation. 

§ 56. „Unter dem inneren Produkte von a mit hy geschrieben 
[a I &]^ yersteht man das algebraische Produkt von a mit der Pro- 
jektion Yon h auf a^ oder^ was dasselbe ist^ das algebraische Produkt 
von 6 mit der Projektion von a auf 6/' 
27 Anm. Dass beides gleich ist, folgt aus der Aehnlichkeit der durch diese 

Projektionen entstehenden rechtwinkligen Dreiecke; oder noch vollständiger daraus, 
dass sowohl nach der einen als der andern Erklärung das innere Produkt der 
Strecken a und h gleich dem Produkte der drei Zahlen ist, welche die Längen 
dieser beiden Strecken und den Cosinus des von ihnen eingeschlossenen Winkels 
darstellen. Es liegt hierin zugleich unmittelbar der folgende Satz. 

§ 57. ,^ie Fakto;ren eines inneren Produktes sind vertauschbar, 
das heisst 

[a\h] = \h\ay 

§ 58. ^^Statt mit einer Summe kann man mit den Stücken inner- 
lich multipliciren und die Produkte addiren, das heisst 

[a I (& + c)-\ = [a I 6] + [a I c]. 
Insbesondere wenn man [a | a] der Kürze wegen = a^ setzt^ so ist 
(a + hf = a« + 2\a \ fc] + 6V' 
Denn wenn 6i; q, % die Projektionen von 6, c, 6 + c auf a sind, 
so ist 5i = 6jL + Cj; und nach der Erklärung 

[a I (6 + c)] = as^ = aQ)^ -[- ^) = <^\ + ^tCj = [a | 6] + [a | c\ 

Der zweite Theil ergiebt sich wie in der Algebra. 

Anm. Die Sätze § 57 und § 58 stimmen mit denen der algebraischen 
Multiplikation; die wesentlichste. Abweichung des inneren Produktes vom alge- 
braischen ist, dass bei jenem [a | &] = ist, sobald a auf h senkreht steht, bei 
diesem ah nur Null werden kann, wenn a oder h Null ist. 

§ 59. „Arbeit {L) eines Vereins von Punkten, deren Massen 
gleich 1 sind, heisst die Summe der Quadrate der Geschwindigkeiten 
aller dieser Punkte, das heisst 

wenn a^, o^ ... die Geschwindigkeiten oder (was dasselbe ist) 

=v+v + ---, 

wenn u^^^ u, ... die Bewegungen dieser Punkte sind.^' 

Anm. Die Bewegung ist nämlich (§ 3) eine Strecke, die Geschwindigkeit 

die Länge dieser Strecke; wenn nun u die Strecke und a ihre Länge ist, so ist 

(nach § 56) u' = a', woraus die Uebereinstimmung der obigen beiden Gleichungen 

hervorgeht. 

§ 60. Unter der während eines Zeitraums geleisteten Arbeit 

einer Kraft, welche auf einen Punkt von der Masse 1 wirkt, versteht 
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man erstens, wenn Kraft und Bewegung unverändert bleiben, das innere 
Produkt dieser Kraft (k) mit dem Doppelten des Weges (s), welchen 
der Punkt in diesem Zeiträume durchläuft, also das Produkt 2 \k \ s], 
zweitens wenn Kraft oder Bewegung oder beide sich ändern, die Summe, 
die man erhalt, wenn man in jedem kleinsten Theilchen dieses Zeit- 
raumes die Kraft mit dem Doppelten des Weges, den der Punkt in 
diesem Zeitiheilchen durchläuft, innerlich multiplicirt und diese Produkte 
addirt; oder genauer: die Aenderung, in welcher die Arbeit der auf den 
Punkt wirkenden Kraft (k) in einem Augenblicke begriffen ist (wofür 
wir auch der Kürze wegen die augenblickliche Arbeit sagen), ist gleich 
dem doppelten inneren Produkte der Kraft und der Bewegung (u) 
dieses Punktes, also »= 2 [i | u]. 

Anm. Die erstere ErklSlnmg ist in der zweiten allgemeineren enthalten 28 
und ist hier nur vorangestellt, weil es am zweckmässigsten ist, von diesem be- 
sonderen Falle auszugehen; die beiden Formen der allgemeineren Erklärung 
stimmen vermöge des Begriffes der angenblicklichen Aenderung (in § 12) aberein, 
wir werden uns jedoch nur an die letztere Form, als die genauere, halten. Wann 
die Arbeit einer Kraft Null oder negativ ist, ergiebt sich sogleich ans dem Be- 
griffe; die Arbeit eines Vereins dagegen kann nie negativ sein, und ist nur dann 
Null, wenn der ganze Verein ruht. 

§ 61. „Die Arbeit eines Vereins ändert sich von einer Zeit zur 
andern um die Arbeit aller Kräfte wahrend der Zwischenzeit^^, insbe- 
sondere: „Die Arbeit eines sich bewegenden Vereins ist gleich der ge- 
sammten Arbeit aller Kräfte, welche ihn aus dem Zustande der Buhe 
in diesen Zustand der Bewegung zu versetzen vermögen/^ 

Es ist zuerst zu zeigen, dass dies für jeden einzelnen Punkt, dessen 
Masse 1 ist, und fiir die augenblickliche Aenderung zu jeder Zeit gilt. 
Es sei u die Bewegung, v die Bewegungsänderung eines solchen Punktes 
zur Zeit iy also auch (nach § 22) v die gesammte Kraft, die auf diesen 
Punkt wirkt, so ist die Aenderung, in welcher die Arbeit dieser Kraft 
zu dieser Zeit begriffen ist (nach § 60) 

= 2[u\v]. 
Die Arbeit des Punktes zu dieser Zeit ist u^, die Bewegung zur Zeit 
t -\- Xy wo 1^ = -^ Sekunde, also nr = 1 ist, sei w', also die Arbeit 
des Punktes zur Zeit t -\- x gleich ti'^, so findet man (nach § 9 und 
§ 13) die Aenderung, in welcher die Arbeit des Punktes zur Zeit t 
begriffen ist, indem man n{u'^ — u^) entwickelt und darin r ver- 
sehwinden lässt. Nun ist (nach § 13) «'= m + t?T + * • •; wo die 
folgenden Glieder nur noch höhere Potenzen von r enthalten; also 

w'« = (w + t;r H f = «*» + 2[m | t;]r + ;ir», 

wo die Glieder mit höheren Potenzen durch das Glied Xx^ zusammen- 
ge&sst sind. Also ist 
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w'« — m« = 2[m I t;]r + Ar», 
also 

n(ti'» — w») = 2[u I v] + Ar, 

weil nr = 1 ist. Hieraus folgt (wenn man t verschwinden lässt), dass 
die Aenderung; in welcher die Arbeit des Punktes zur Zeit r begriffen ist, 

also zu jeder Zeit gleich der Aenderung sei^ in welcher die Arbeit 
der Kraft in demselben Zeitpunkte begriffen ist^ also muss auch in 
jedem Zeiträume die Aenderung der ersteren gleich der Aenderung der 
letzteren sein^ und zwar für jeden Punkt^ also auch fOr alle insge- 
sammty das heisst für den ganzen Verein. 

Anm. Was hier Arbeit eines Vereins genannt ist, wird gewöhnlich mit 
dem verwirrenden Namen ,4®bendige Kraft" bezeichnet, und die Arbeit der EiAfte 
wird in der Regel halb so gross angenommen, als es von uns geschehen ist. Bei 
unserer Betrachtongsweise ist Arbeit des Vereins und Arbeitsleistung aller Kräfte, 
die ihn aus dem Zustande der Buhe in diesen Zustand der Bewegung gefShrt 
haben, Wie eben gezeigt, stets gleich. Einen besonderen Fall unseres Satzes 
bildet zum Beispiel die Gleichung § 38. 

§ 62. „Die Ai-beit, welche die zwischen zwei Punkten P und Q 
29 wirkenden f inneren Kräfte bei beliebiger Bewegung jener Punkte 
leisten, ist stets dieselbe^ als ob der eine Punkt (P) unveränderte Lage 
(etwa in a) behielte^ der andere (Q) aber sich in einer und derselben 
geraden Linie so bewegte, dass er in jedem Augenblicke von a den- 
selben Abstand hat wie Q von P" 

Es mögen die Punkte P und Q zur Zeit t in Wirklichkeit die 
Lagen Ä und jB, zur Zeit ^ + r (wo tr = ^ j die Li^en Ä' und -B'; 
die entsprechenden auf der geraden Linie sich bewegenden Punkte zur 
Zeit t die Lagen a und ß, zur Zeit ^ -|- r die Lagen a und ß' haben, 
und die Massen der Punkte gleich 1 angenommen werden. Es ist 
also nach der Annahme AB mit aß und A'B' mit aß' gleich lang. 
Femer seien zur Zeit t die Bewegungen, in welchen Ä, B, ß begriffen 
sind; beziehlich u^, ti^, ti^, und sei ti^ — ti^ mit u bezeichnet, femer 
sei AB mit c, aß mit y bezeichnet, wo y und 1«^ als Zahlen betrachtet 
werden können, da sie in einer festen geraden Linie liegen. Die Ejräfte, 
mit denen Punkte von der Masse 1 auf einander wirken, liegen (nach 
§ 21) in der Verbindungslinie beider Punkte und sind einander ent- 
gegengesetzt. Also können wir die Kraft, mit der A auf B wirkt, mit 
Xc bezeichnen, wo k eine Zahl ist; dann ist die Exaft, mit der B auf 
A wirkt, — Ac, und die, mit der a auf ß wirkt, Xy (da bei gleicher 
Entfernung die Kraft dieselbe ist). Dann ist die Arbeit der inneren 
Kräfte zur Zeit t im ersten Falle (nach § 60) 

- 2A[c \fh]-2k[c\u,-] = 2l[c I {u, - u,)] = 2X[c \ w], 
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im zweiten Falle = 2kyu^y also ist nur zu zeigen, dass [c | t«] = yu^ 
ist. Nun ist vorausgesetzt; dass AB mit aß^ A'B' mit aß' gleich 
lang, also 

c« = /, \_A'BJ = {aßy 

sei. Es ist aber (nach § 5) 

A'B' = A'A + AB + BB' == AB + (BB' — AA), 

aber BB' (nach § 9) = u^t + • • •, AA' = u^x + • • •? ^o die höheren 
Potenzen von r weggelassen sind, also 

AB' = c -|- (wj — Wj) r + • • • = c + WT -| , 

also 

[^'5T=[c + wr + ...p = c' + 2[c|w]TH ^y2 + 2[c|w]r + .... 

Ferner aus gleichem Grunde 

(a/JO* = (y + /J^O' - (y + «ii^ + •••)* = y* + 2y«ir + .. .. 

Diese Wertiie in die obige Gleichung eingesetzt giebt 

y» + 2[c I m]t + Y* + 2YU,t + • • -, 

oder auf beiden Seiten y* subtrahirt, mit 2 gehoben und die höheren 
Potenzen von r auf die rechte Seite geschafft, 
[c I ult = yu^t -\- (ir\ 

wo ft eine steigende Potenzreihe von r bedeutet. Dies mit n multi- 
plicirt giebt, da «r = 1 ist, [c | w] = yt^ + (tr. Dies gilt für jeden 
Werth von r, also auch wenn r verschwindet. Somit ist [c | w] = ywj 
also nach dem Obigen die Arbeit stets gleich. 

■ Anm. Stellt man sich nun vor, der Punkt P sei fest in A, nnd der Punkt 
Q bewege sich in einer festen, durch P gezogenen geraden Linie, und zwar so, 
dass er zu einer gewissen Zeit sich in B befinde und in einer späteren Zeit 
wieder in die Lage B zurückkehre, so folgt sogleich, dass die Arbeit, f welche 30 
die zwischen P und Q wirkenden inneren Kräfte während der Zwischenzeit ge- 
leistet haben, null sein muss; denn hat sich der Punkt Q von B bis C entfernt, 
und er kehrt nun von C nach B zurück, so leisten die inneren Kräfte jetzt genau 
die entgegengesetzte Arbeit wie vorher, da jedesmal, wenn er dabei in eine frühere 
Lage zurückkehrt, die Kraft dieselbe, der Weg aber der entgegengesetzte wird; 
es hebt sich also die znerst geleistete Arbeit gegen die zuletzt geleistete auf; 
also ist die Arbeit der inneren Kräfte während der ganzen Zwischenzeit, in 
welcher der Punkt Q, von B ausgehend, wieder nach B zurückkehrt, null. 
Dasselbe gut nun nach dem obigen Satze, auch wenn sich die Punkte P und Q 
beliebig bewegen, wenn sie nur zuletzt in dieselbe Entfernung zurückkehren, die 
sie zu An&ng hatten, also auch für die inneren Kräfte eines beliebigen Vereines, 
wenn nur zuletzt je zwei Punkte des Vereins wieder denselben Abstand haben, 
wie zuerst. Darans folgt der Satz: 

§ 63. „Wenn ein Verein zu zwei verschiedenen Zeiten insofern 
denselben Zustand hat, als zu der einen Zeit der gegenseitige Abstand 
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je zweier Punkte des Vereins derselbe ist wie zur andern^ so muss die 
von den inneren Kräften in der Zwischenzeit geleistete gesammte 
Arbeit gleich Null sein." 

Anm. Hieraus folgt, dass keine Mascliine selbsiAndig Arbeit leisten kann 
(zum Beispiel keine Wassermühle das Wasser, was die B&der treibt, allein in die 
Höhe pumpen kann), ja, dass die Maschine auch nicht einmal diejenigen Hinder- 
nisse, welche der Erhaltung ihrer Bewegung entgegenstehen, selbstSudig zu über- 
winden vermag (perpetuum mobile). Auf der andern Seite giebt es Erscheinungen, 
welche mit dem erwiesenen Gesetze in Widerspruch zu stehen scheinen. Wenn 
zum Beispiel ein Pendel auf der Erde sich bewegt, so sollte es, sobald es wieder 
in dieselbe (zum Beispiel vertikale) Lage kommt, auch stets wieder dieselbe Arbeit 
leisten, das heisst mit derselben Geschwindigkeit schwingen, wenn es nicht etwa 
seine Arbeit an andere Körper übertragen hat; aber auch wenn es im luftleeren 
Baume schwingt, hört die Bewegung und also auch die Arbeit des Pendels auf, 
und zwar durch die Reibung auf der harten Unterlage, auf der die Schneide des 
Pendels schwingt. Die äusserst geringe Abnutzung der Schneide und ihrer Unter- 
lage reicht nicht im mindesten aus, um diesen Verlust an Arbeit zu erklären. Es 
muss vielmehr angenommen werden, dass dabei Bewegungen eintreten, die uns 
als solche verborgen sind, Bewegungen von der Art, dass die bewegten Eörper- 
theile genau die Arbeit verrichten, welche scheinbar verloren gegangen ist. Nun 
hat man gefunden, dass bei solchem scheinbaren Verluste an Arbeit jedesmal 
Wärme entsteht, und zwar stets gleich viel Wärme, wenn der Verlust an Arbeit 
derselbe ist, mögen auch die Umstände, unter denen dieser Verlust stattfindet, 
noch so verschieden sein. Hieraus hat man den sehr berechtigten Schluss ge- 
zogen, dass die Wärme in nichts anderem bestehe als in Bewegungen der kleinsten 
Theile des erwärmten Körpers, und dass die hierbei geleistete Arbeit das Maass 
der Wärme sei. Die Richtigkeit dieses Schlusses bestätigt sich dadurch, dass 
man auch im Stande ist (wie bei der Dampfinaschine) durch die Wärme Be- 
wegungen hervorzurufen, und dass hierbei stets, durch welche Hülfsmittel man 
auch die Wärme zur Arbeitsleistung benutzen mag, stets genau so viel Arbeit 
hervorgerufen wird, als dem dabei stattfindenden Verlust an Wärme entspricht. 

Zusatz.*) 1) Es sei p der Träger eines Punktes, q seine Länge, 
u die Geschwindigkeit nach Grosse und Richtung. Wenn dann p über- 

in i> + wr + • • •, so gehe q über in q\ Dann ist 
9'=ip + ur +...p 
= (^* + 2[i>|t*]r + ... 






daher 

und weiter 

p'« = ()" + »(>"~^[2) I w]r + • 

Dabei gehe u üher in u'\ dann ist 

w'^M + vrH , 

*) Nach einem besonderen Manuscript. (A. d. H.) 
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Daher 

Ist ntm stets u^ ^ «(9"{+ ß]j ^^ «{und ß] von der Zeit unabliaiigig; 
so mufls auch w'* = «?'"{+ ß] »©in, daher 

2\u I v\x + . . . = a»p"-*(j> I u\x -| 

und 

also*) 

das heisst die Kraft ist eine Centralkraft und ihre Grösse ist 

2) Man kann dieses Resultat benutzen, um aus den Eepler'schen 
Gesetzen den Ausdruck für die Ejraft abzuleiten. 

Ist^ wie in § 47, \p der Rächenraum, den der Träger FP in der 
Zeiteinheit beschreibt, so ist 

P = Wp si» <^; 

wenn 6 der Winkel der Tangente in P mit dem Brennstrahl FP ist 

und (u) die Grösse von u bezeichnet. Nach der Eigenschaft der Ellipse 

ist aber 26 der Nebenwinkel zu dem Winkel FPF\ wo JP' der zweite 

Brennpunkt ist und daher hat man {mit Hülfe des Cosinussatzes} 

. . 6« 

sm* <y = — , 

wenn FP mit q^ bezeichnet ist. Somit folgt 



;r. = (e,)V^, 



_ 2af* ±_f^ 

Nach dem Torhin gefundenen Resultat wird also die Kraft 

oT P_ 

ist also nach dem Brennpunkt gerichtet und hat die Grösse 

af* l_ 

b* ' Q*' 

*) Dieser Schluss ist nicht ganz berechtigt. (A. d. H.) 
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Vierter Abschnitt. 
Bewegung fester KSrper. 

§ 64. ^^y ollkommen fest nemien wir einen Korper, dessen Punkte 
einen unveränderlichen Abstand haben/^ 
81 Zwar giebt es in der Natar keinen vollkommen festen Körper, aber dennoch 

müssen die für yollkommen feste Körper nothwendigen Gresetze auch för jeden 
in der Natur vorhandenen Körper nm so vollkommener gelten, je geringfügiger 
die Yerändenmgen sind, welche die gegenseitigen Abstände seiner Ponkte bei 
der Bewegong erleiden. Die Betrachtang dieser yerä,nderangen bleibt in diesem 
Abschnitte ansgeschlossen. 

§ 65. y^Wenn ein Punkt eines festen Körpers unbewegUch ist, 
so kann der Körper sich in jedem Ai^enblicke nur um eine durch 
diesen Punkt gehende Axe drehen, und seine Bewegung wird genau 
bestimmt sein, wenn die Li^e dieser Axe und die Drehungsgeschwindig- 
keit a, das heisst die Greschwindigkeit eines Punktes, dessen Entfernung 
von der Axe einen Fuss beträgt, bestimmt ist. Die Flächenbewegung 
U des Körpers findet sich dann 

ü = <v + -- + fc^) = a2', 

wenn &i; * - *; &„ ^® Lothe bezeichnen, welche von den Körperpunkten 
(deren Massen ^ 1 angenommen sind) auf die Axe gefallt werden; 
man nennt T = fc^* + • • • + 6^ die Trägheit des Körpers bei seiner 
Drehung um jene Axe. Wenn 6* das Mittel zwischen b^^ • • •, 6J ist, 
so mag b der (zu jener Axe gehörige) Schwingungsradius des Körpers 
heissen, so dass also 

ist." 

Der Beweis sei hier nnr angedeutet. Es seien J.j, • • • die Punkte, 
BiA^ =^ b^, ■ • • die Lothe anf die durch gehende Axe, OjB^ = o^, ■ • •. Femer 
seien c,, ■ • gleich lang mit &j, ■ ■ -, aber senkrecht zu ihnen und zur Axe, und 
zwar nach der Drehungsseite hin, so sind aCj, • • die Bewegungen der Punkte; 
die Träger von aus sind OB^ -\- B^Äi =04 + &i , und so weiter. Also ist 
(nach § 68) 

ü^ «[(o, + b,)c,] + . . = «Kc,] + • • + a[h,c,] + . . .. 

Die erstere Summe stellt einen durch die Axe gehenden Flächenraum dar, die 
letztere einen dagegen senkrechten, die erstere Summe muss, da die Drehung ma 
jene Axe erfolgen soll, Null sein, also 

Jeder der in Klammem geschlossenen Fl&chenrilume ist ein Quadrat, ihre Inhalte 
sind also ^i^y ' 'tb^, also 
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§ 66. ,;Wenn a und h die Schwingangsradien eines Körpers in 
Bezug auf zwei parallele Axen^ von denen die erstere durch den 
Schwerpunkt geht, bezeichnen, und c das Loth vom Schwerpunkte 
auf die zweite Axe ist, so ist 

6« = a» + cV' 

Jlj, • • •, A^ seien die einfachen Eörperpunkte, A ihr Schwerpunkt, 
AO =^c das Loth auf die zweite Axe. Von -4i, • • •, A^ seien die 
Lothe auf beide Axen gefallt, die Fusspunkte auf der ersten Axe seien 
-Bi, • • •, B^j auf der zweiten C^, • • •, C^, und seien B^A^ mit a^} 
A^Ci mit 6j bezeichnet und so weiter, so ist (nach § 65) 

^fct=V + --- + 6^ = (c + a,)« + ... + (c + 0' = 
= mc* + 2[c I (o, + • • • + O] + ^(^'' 
Aber die eingeschlossene Summe ist yermöge § 34 null, also mit m 
gehoben 6* = c* + ^*- 

Nach § 54 ist die Aenderong der FU^chenbewegung gleich dem Gesanunt- 
momente aller äusseren Kräfte. So würde man, wenn man diese Kräfte und 
also auch ihr Gesammtmoment kennte, die f Aendemng der Flächenbewegung 32 
erhalten, aus ihr dann durch Integriren die Flächenbewegung selbst, und daraus 
nach § 65 die Bewegung des festen Körpers um seinen unbeweglichen Punkt. 
Ninmit man als diesen Punkt den Schwerpunkt an, so hat man die Drehtmg des 
Körpers um seinen Schwerpunkt, und da man nach Abschnitt 11 auch die Be- 
wegung des Schwerpunktes finden kann, so kann man schliesslich die ganze Be- 
wegung des Körpers auf die Weise ableiten. Allein die Ausführung dieses Ver- 
fahrens stösst überall auf grosse Schwierigkeiten, und wir beschränken uns daher 
auf die einfachsten Fälle. Dabei setzen wir als Einheit des Gewichtes (das heisst 
der Schwere eines Körpers) das Pfund = y, Kilogramm. 

§ 67, „Wenn ein Korper, der um einen Punkt drehbar ist, 
nur von der Schwere gezogen wird (Pendel), so ist das Gesammt- 
moment der Schwere dasselbe, als ob die ganze Masse im Schwerpunkt 
Tereinigt wäre, nämlich = 2mgc sin 9, wo m die Masse des Körpers, 
€ die Länge von OA und (p der Winkel ist, den OA mit der Rich- 
tung der Schwerkraft (2^^) bildet." 

Denn das Moment M ist (nach § 54), wenn A^,- • ',A^ die ein- 
fachen Körperpunkte sind, 

= [OA,.2g] + --.-\-[OA„.2g] = 
= 2[{0Ä + ÄA^)g] + • • • + 2[iOÄ + ÄÄjg-] = 
= 2m[0Ä.g]-\-2[ÄA^-\-... + ÄÄjgl 

Die eingeschlossene Summe ist nach § 24 Null, also M = 2m[0Ä.g^. 
Aber [OA . jr] ist der Flächenraum des ParaUeli^pranuns, in welchem 
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die Seiten c und g den Winkel 9) einschliessen^ also = cg sin q>, also 
M = 2f»^c sin g>. 

§ 68. ,J)ie durch die Schwere bewirkte Bewegung eines Körpers 
(Pendels) um eine wagerechte Axe ist dieselbe, als ob der Körper nur 
aus einem schweren Funkte bestände, den man den Schwingungspunkt 
nennt; und dessen Lage man durch folgende Zeichnung erhalt: Man 
falle vom Schwerpunkte Ä des Körpers ein Loth Ä auf die Drehungs- 
axe, errichte auf OÄ das Loth AB gleich dem zum Schwerpunkte 
gehörigen Schwingungsradius a (§ 66), und auf OB das Loth BC, 
welches OÄ in C schneidet, so ist C der Schwingungspunkt. Aus 
dieser Zeichnung folgt, dass wenn die Drehungsaxe durch C geht, 
der Schwingungspunkt ist (Beyersionspendel).'^ 

Nach § 54 ist die Aendemng der Flächenbewegang fSr jeden einfachen 
Punkt gleich dem äusseren Produkt des Trägers in die Bewegongsänderang 
des Ponktes; darans folgt genau wie in § 66 die Aenderung V der Flächen- 
bewegung =8 ß(f>i^-\ h^m)' ^ö^^ ß di® Aenderung der Brehungsgeschwindig- 

keit bezeichnet, also F = /Jm&* = pw»(c* + a"). Aber nach § 66 ist V gleich 
dem Gresammtmomente der äusseren Eräfbe, also (nach § 67) ^ 2ingc sin 9; also 
/7(c' -|- a*) BS 2pc sin 9. Besteht der Körper nur aus einem schweren Punkte, 
dessen Entfernung von der Drehungsaxe l ist, so ist für ihn der zum Schwer- 
punkte gehörige Schwingungsradius Null, also für ihn ßl = 2g sin q>. Beide 
Ausdrücke sind identisch, wenn 2 == (c* -{- a*) : c ist, woraus die obige Kon- 
struktion folgt. 

§ 69. „Die Dauer T der ganzen Schwingung (hin und zurück) 
eines Pendels ist 

^- 2']/5(' + ®'« + Co)'»' + (^3«' + • • ■)]. 

WO l die Entfernung (OP) des Schwingungspunktes (P) von der Axe, 

a = sin* \ a und a der Winkel ist, den 
OP in seiner höchsten Lage mit der 
senkrechten bildet/' 

Damit der schwierige Beweis gelinge, kann 
man P (Fig. 7) auf eine durch seine tiefste 
Lage Ä gehende senkrechte Linie projiciren 
und zunächst die Geschwindigkeit u dieser Pro- 
jektion Q bestimmen und dann die Linie zwischen 
Ä und der höchsten Lage B dieses Punktes Q 
zum Durchmesser eines Kreises machen, welcher 
PQ in S schneide. Bezeichnet man dann SQ 
Q mit p, den zum Bogen SA gehörigen Centri- 
winkel mit $ und sin* ^^OP mit x^ so lässt 
J^ sich die Zeit t, welche der Schwingungspunkt 
gebraucht, um von A nach P zu gelangen, in 

der Form iw^^B^ pB darstellen, in welcher y eine Zahl und B eise steigende 



Fig. 7. 
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Poiensreilie von x ist.*) Indem man dann hieraus u entwickelt und mit dem 
gefundenen Ausdrucke für u vergleicht, bestimmen sich sämmtliche EoefQcienten 
von B, und zuletzt y, und T wird dann »^ iity. — Die Reihe ist eine echte, 
und schon, wenn a »> 5® ist, liefert das erste Glied eine Ann&herung, die 
noch nicht um y^^^ desselben von dem wahren Werthe abweicht. Annäherungs- 
weise kann man also ^T* ». 2n*l setzen. — Bestimmung von ^, L&nge des 
Sekundenpendels. 

§ 70. ,^ie Centrifagalkraft (Fliehkraft); das heisst die Eraft^ mit 
der sich jeder einfache Punkt eines tun eine Axe sich drehenden Kör- 
pers von dieser Axe zu entfernen strebt; ist gleich dem Quadrate der 
Geschwindigkeit dieses Punktes ; dividirt durch seine Entfernung von 
der Axe. 

Beweis aus § 45. — Gentrifugalkraft auf der Erde; ihr Einfluss auf den Fall, 
das Pendel und auf die Gestalt der Erde. 

§ 71. ;;Wenii der Schwerpunkt eines Körpers gezwungen ist; sich 
auf schn^er; aber geradlinigter Bahn zu bewegen; so sind die Gesetze, 
nach denen er sich; yon der Schwere gezogen; bewegt; dieselben wie 
für den Fall der Körper; nur dass man g Biaa statt g zu setzen hat; 
wenn a den Neigungswinkel der Bahn bezeichnet; namenÜich ist seine 
Geschwindigkeit stets dieselbe; als ob er von gleicher Höhe senkrecht 
herabgefallen wäre; und letzteres gilt auch bei beliebiger Bahn/' 

Der Beweis erfolgt durch Zerlegung der Schwerkraft in eine gegen die Bahn 
lothrechte tmd eine damit parallele Kraft. 

§ 72. Wenn ein Körper auf einen andern stösst; so wirken in 
der Zeit; wo sie sich berühren; vermöge des Stosses zwischen beiden 
nur innere KnlftC; welche auf der gemeinschaftlichen Berührun^ebene 
senkrecht stehen. Wenn jeder der beiden Körper elastisch ist; das 
heisst nach dem Stosse wieder denselben Zustand (denselben gegenseitigen 
Abstand seiner Theile) wie yor dem Stosse hat; so folgt aus § 63; 
dass die Arbeit dieser inneren Sjräfte während der Berührungszeit null 
ist; also die gesammte Arbeit beider Körper nach dem Stosse dieselbe 
sein muss wie yor demselben. 

Hieraus folgen alle Gesetze für den Stoss elastischer Körper, sofern man 
nur die Bewegung der Schwerpunkte (nicht auch die Drehung beim sogenannten 
ezcentrischen Stosse) betrachtet. 

§ 73. Wenn ein Körper mit der Schwerpunktsbewegung u auf 
einen andern mit der Schwerpunktsbewegung u^ stösst; und u — u^ 
auf das Loth projicirt wird; welches auf der gemeinschaftlichen Be- 
rührungsebene der beiden auf einander stossenden Körper errichtet ist; 
und diese Projektion mit v bezeichnet wird; so wird die Schwerpunkts- 
bewegung nach dem Stosse 



*) Setzt man o; » a sin'% so wird e » 2(p, 2^ » la sin 2qp. (A. d. H.) 
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fiir den ersten und 
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i» + »»i 
2mv 



in-\- Wi 
für den zweiten Körper. 
84 Der Beweis folgt ans § 72. — Gerader, schiefer StoBs. — Formeln für gleiche 

Massen. — Segeln, Bewegung der Windmühlflügel. 

§ 74. Die Maschine kann die beiden Faktoren der Arbeit (Kraft 
und Weg) nur in umgekehrtem Verhaltnisse ändern. 

Denn ihr Produkt, das heisst die Arheit selbst, mnss (nach § 68) bei 
jeder periodischen Bewegung der] Maschine unverändert bleiben. Die wich- 
tigsten einfachen Maschinen, welche jene Faktoren ändern, sind: Hebel, Bad 
an der Welle, Winde, Bolle, Flaschenzng, Potenzrolle, Differenzrolle, Keil, 
Schranbe, Knie. 

§ 75. In ihrer gleichförmigen Arbeit wird die Maschine erhalten 
durch das Schwungrad, bei welchem die grössten Massen nach dem 
umfange zu gehäuft sind. 

Es wird also auf das Schwnngrad ein möglichst grosser Theil der Arbeit 
übertragen, der sich dann bei der Bewegung zu erhalten sucht. 

§ 76. Errichten wir auf einer Axe neben einander zwei parallele 
Lothe und verbinden ihre Endpunkte und lassen das so entstehende 
Viereck um die Axe rollen, so heisse der dadurch entstehende Körper 
ein Bad (E!reisrad). Der Winkel, den die Axe mit der gegenüber- 
li^enden Seite des Vierecks bildet, heisse Winkel des Rades. Eine 
kreisfSrmige Bewegung wird von einer Axe auf die andere übertragen 
durch Räder, die sich berühren, und deren Winkel zusammen gleich 
dem Winkel der Axen sind. 

Zähne; Stemrad, Eronrad, Kegelrad. Uebertragong durch Riemen, Ketten, 
Schnüre. 

§ 77. Maschinenarm heisst die Verbindung zweier Stangen, von 
denen eine um eine feste Axe rollt, die andere um eine mit jener 
parallele an dem Ende der ersten Stange befestigte Axe rollt, und an 
ihrem eignen Ende eine mit jenen Axen parallele Durchbohrung (die 
Hand) hat. Wenn die Hände zweier Arme zwei nicht parallele Axen 
eines Körpers ergreifen, so bewegt sich dieser geradlinigt. 

Diese 1868 von Sarmt*) angegebene Methode der Yerwandlnng der kreis- 
förmigen Bewegung in geradlinigte (und umgekehrt) verdient allgemeine Ein- 
führung. Sie beruht auf dem Satze, dass sich zwei Ebenen in gerader Linie 
schneiden. 

§ 78. Damit ein Theil der Maschine eine beliebige vorgeschriebene 
Bahn in vertikaler Ebene mit vorgeschriebener Gfeschwindigkeit be- 



•) Comptes Rend. XXXVI. Seite 1126. (A. d. H.) 
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schreibe^ genügt, ihn zur Hand eines Armes zu machen, dessen obere 
Stange (yermittelst eines seitlichen Stiftes) auf dem (nicht kreisförmigen) 
umfange eines sich drehenden Rades und dessen untere Stange ebenso 
auf einer festen Bahn ruht. 

Gestalt des Rades und der Bahn erhält man, wenn man zuerst die Hand 
des Maschinenarmes auf die Torgeschriebene Art führt und die beiden Stifte 
mit einem abfärbenden Stoffe versieht, dann beschreibt der erste auf der vor ihm 
sich drehenden Scheibe, der andere auf der festen die verlangten Gestalten. — 
Wahl des Mittelpunktes des rollenden Bades. — Elastische Federn. — Bewegung 
in andern Ebenen, im Baume. 
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282 IL Die Mechanik 

nach den Principien der Ansdehnnngslehre. 



Von 

H. Grassmann in StettiiL 



(Mathematische Annalen Bd. 12, Heft 2, S. 222—240, ausgegeben am 9. 8. 1877, Leipzig.) 



Es giebt wohl kaum ein Gebiet^ auf welchem sich die ünentbehr- 
lichkeit des in meiner Ausdehnungslehre (von 1844 und 1862) dar- 
gestellten Kalküls so schlagend erwiese wie in der Mechanik. Man 
kann sagen ^ jeder einfache mechanische Begriff sei zugleich ein ein- 
facher Yerknüpfungsbegriff jenes Kalküls. Und in der That hat sich 
mir diese ganze Bechnungsmethode^ nachdem nur einmal die erste Idee 
derselben erfasst war^ an der Hand der Mechanik am schnellsten und 
fruchtreichsten weiter entwickelt. 

Die Methoden, welche ich in diesem Aufsatze verwende, und die 
Gleichungen, zu denen ich durch sie gelange, habe ich (abgesehen Ton 
der hier und da geänderten Bezeichnung) ohne Ausnahme schon in 
einer Arbeit über die Theorie der Ebbe und Flut, welche ich zu Pfingsten 
1840 als Prüfungsarbeit bei der wissenschaftlichen Prüfungskommission 
in Berlin eingereicht habe, dargelegt. Nur weniges davon ist in meine 
Ausdehnungslehre von 1844 übergegangen. Die neueren Lehrbücher 
und die Aufsätze über Mechanik, namentlich auch 6. Kirchhoff's Vor- 
lesungen (1875, 1876) zeigen mir, dass die Darstellung dieser Methoden 
noch heute ebenso forderlich sein werde, als sie es vor 37 Jahren ge- 
wesen wäre, wenn ich damals zu ihrer Veröffentlichung Zeit und Ge- 
legenheit gefunden hätte. In einem späteren Aufsätze denke ich dann 
die hauptsächlichsten der hier noch nicht berührten Probleme der 
Mechanik durch neue, gleichfalls der Ausdehnungslehre entnommene 
Methoden zu lösen.*) 



*) Zar Ausführang dieser Arbeit ist Grassmann nicht mehr gekommen. (A. d. H.) 
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§ 1. Begriffe nnd Gesetze der AusdelmangslehTe, die hier benutzt 

werden sollen. 

Der Deutlichkeit wegen gebe ich hier eine Uebersicht über den 
Kalkül y 80 weit er in diesem Aufsätze zur Anwendung kommen soU^ 
yerweise aber in Bezug auf die nähere Begründung auf meine Aus- 
dehnungslehren yqn 1844 und 1862, welche ich im Folgenden mit %^ 
und ^ bezeichne. Ich lege den Begriff der Strecke zu Grunde. 228 
Ich verstehe darunter eine begrenzte gerade Linie von bestimmter 
Lange und Richtung, das heisst, ich setze zwei Strecken als solche dann 
und nur dann gleich, wenn sie gleich lang und gleichgerichtet sind. 
Strecken werden addirt, indem man sie stetig aneinander legt, dann 
ist die Strecke yom Anfangspunkt der ersten zum Endpunkt der letzten 
ihre Summe (SCj § 15—18, % Nr. 220). Die Subtraktion führt auf 
die Addition zurück, da man statt eine von dem Punkte Ä nach B 
gehende Strecke zu subtrahiren, die von B nach Ä gehende addiren 
kann. Der Begriff der Yeryielfachung oder Theilung durch eine 
Zahl ergiebt sich aus dem allgemeinen Begriffe dieser Yerknüpfungen 
unmittelbar. Dass for alle diese Verknüpfungen die gewöhnlichen 
Bechnungsgesetze derselben yollständig gelten, ist in der Ausdehnungs- 
lehre bewiesen. 

Das äussere Produkt der Strecken a und b, geschrieben [a&], 
wird formell dadurch definirt, dass erstens wie bei jedem Produkt die 
Beziehung zur Addition gilt^ das heisst 

[a(6 + c)] = [a6] + [ac] 
und 

[(a + 6)c] = [ac] + [M 

ist, nnd zweitens das äussere Produkt gleicher Strecken null ist, 

[aa] = 0, 

begrifflich aber dadurch, dass wenn a die Strecke von dem Punkt A 
nach B, b die Strecke you B nach C oder yon Ä nach D ist, dann 
[ab] der Flächenraum des Parallelogramms ABCD ist, und zwar 
in dem Sinne, dass zwei Mächenräume als solche dann und nur dann 
gleich sind, wenn sie in parallelen Ebenen liegen, gleichen Inhalt 
haben und der Umfang in beiden nach derselben Seite (rechts oder 
links) hin umläuft (SCj § 28—30, 37, «, Nr. 239 ff. { bes. Nr. 254 } ). Die 
Addition der Flachenräume, auch wenn sie nicht in parallelen Ebenen 
liegen, ist durch die Formel 
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Yollkommen besidmmt. Aus der Formel 

[(a + 6)(a + 6)] = 
ergiebt sich sogleich das zweite wichtige Gesetz der äusseren Mnlti- 
plikation, nämlich 

[ab] = — [6a]. 

Das äussere Produkt dreier Strecken a, b, c oder eines Flächen- 
raums [ab] und einer Strecke c, wird formell dadurch definirt, dass 

[abb] = 
und also auch 

[abc] = — [acb] 

isb, begrifflich bei gehöriger Zeichenbestimmung als Inhalt eines Spates 
(Parallelepipedons); was a, b, c zu aneinander stossenden Seiten hat. Es 
wird null^ wenn die drei Strecken in einer Ebene liegen. Femer ist 

[abc] = [bca] =» \cab] = — [acb] = — [cba] = — [bac]. 
(«1 § 37, % Nr. 240 ff.) 

Unter dem inneren Produkte [a \ b] zweier Strecken a und b, 
deren Längen a und 6 sind, und die den Winkel £ ab einschliessen^ 
yerstehe ich das Produkt 

[a I 6] = ab cos L eth, 
und fOr [a I a] schreibe ich der Kürze wegen d^ und nenne dies das 
innere Quadrat der Strecke a (Ä^ Seite XI, 8t, Nr. 145). Ich will den 
Verein dreier Strecken e^, 6^, 6^, die zu einander senkrecht sind, und 
deren Länge und deren äusseres Produkt [e^e^ß,] gleich Eins sind, 
224 einen Normalyerein nennen. Die f Gesetze der inneren Multipli- 
kation ergeben sich dann unmittelbar aus dem Begriff; namentlich 

[a|6] = [J|a]; 

[a|6] = 0, 
wenn a auf b senkrecht; 

a« = a^ 
wenn a die Länge von a, 

[a\b] = Oibi + a,b, + (^K 
wenn 

a = Ojei + OjC, + 036^, 

J^bie^ + bje^ + bje^ 
ist und 61, 6^, 6^ einen Normalyerein bilden. WiU man eine Einheit 
eines Normalvereins als Yielfachensumme von den Einheiten eines 
andern ausdrücken, so ergeben sich die Eoefficienten unmittelbar als 
innere Produkte dieser letzteren drei Einheiten in die erstgenannte, 
zum Beispiel 

«1 = [^ I hih + [^ I «Jf« + [^i I B^]£^. 
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In der That, setzt man 

so erhalt man durch innere Multiplikation mit s^ unmittelbar [e^ | s^] = x, 
da [fi, I «J, [^ I ^] = 'uid «1*= 1 ist, und ebenso 

[^ I h] = ^y 
also 

«1 — [«1 I «l]«l + [^ I «2]«« + [^ I *s]«8- 

Es bat nicht die geringsten Schwierigkeiten , die durch diesen 
S^alkül erhaltenen Gleichungen in algebraische Gleichungen zu yer- 
wandeln. Man hat dann nur ein beliebiges Koordinatensystem zu 
Grunde zu legen, auf den drei Eoordinatenaxen drei Strecken e^^ e^, e^ 
anzunehmen und jede in einer Gleichung Yorkommende Strecke als 
Yielfachensumme von e^, e^, e^^ also in der Form 

und jeden darin Yorkommenden Flachenraum in der Form 

darzustellen, wobei die Zahlen diy d^, d^ ^^ Koordinaten dort der 
Strecke, hier des Flächenraums heissen mögen, so erhalt man schliess- 
lich Gleichungen, in welchen entweder gar keine geometrischen Grössen 
mehr Yorkommen, oder welche in den Formen 

oder 

erscheinen, wo die S3 nur Funktionen der Koordinaten sind. Aus jeder 
solchen Gleichung entspringen dann die drei Gleichungen 

»1 = 0, »8 = 0, »8 — 0. 

Für das Differentüren und Integriren reichen die gewöhnlichen 
Definitionen aus. In der Mechanik kommen als unabhängige Ver- 
änderliche ausser der Zeit t nur Raumgrössen Yor. Es ist äusserst be- 
quem hiernach die Differentiale Yerschieden zu bezeichnen. Ich be- 
zeichne den Differentialquotienten nach der Zeit, wobei nur diejenigen 
Grossen als konstant betrachtet werden, welche ausdrücklich als in der 
Zeit sich nicht ändernd festgesetzt sind, mit d, sodass, wenn zum Bei- 
spiel die Strecke x in einer echten Reihe (^ Nr. 454), 

Orftiimftiini Werke. JL %. 4t 
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dargestellt ist, in welcher a^^ a^, c^ - - - Strecken sind^ die sich in der 
Zeit nicht ändern^ 

dx = c^ + 202^-1 

ist. 

Dagegen bezeichne ich die Differentiale von Funktionen länm- 
licher Grössen^ bei welchen die Zeit als konstant gesetzt wird, im All- 
gemeinen mit d. Auch der Begriff der partiellen Differentialquotienten 
der Funktionen räumlicher Grössen lässt sich (wie es in St, Nr. 436 ff. 
geschehen ist) genau ebenso feststellen, wie fOr die Funktionen alge- 
braischer Ghrössen. Doch wähle ich den zwar etwas umständlicheren, 
S25aber, wie f ich glaube, den Lesern leichter zudringlichen Weg der 
Reduktion auf partielle Differentialquotienten von Funktionen alge- 
braischer Gh'össen. Ich lege einen Normalyerein e^; ^^ ^ zu Grunde 
und drücke die Strecken rr, y, • • •, von denen eine algebraische Funk- 
tion f abhängen soll, in Koordinaten durch die Strecken jenes Vereins 
aus, nämlich 

u. s. w., 
so wird f eine Funktion dieser Koordinaten o^, ^, u. s. w. Sind 
nun y^, y^ u. s. w. die zu dem Verein sämmtlicher Koordinaten 
gehörigen pfu*tiellen Differentialquotienten (^ Nr. 436), so yerstehe 
ich unter dem partiellen Differentialquotienten yon f nach der Strecke rr, 
geschrieben -^fj die Strecke 

Es folgt hieraus sogleich, dass 

sei. Es bleibt aber nun zu zeigen, dass ^f, dessen Begriff hier an 
den Normalyerein e^, e^, e^ geknüpft war, ganz unverändert bleibt, 
wenn man statt des letzteren einen beliebigen andern Normalyerein 
hf h) h ^^ Grunde legt Es sei 

also 

Multiplicirt man diese Gleichung innerlich mit e^, so erhalt man 

^1 = Sife I «i] + ^Ih I «i] + iilh I ^l 
da 
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ist; und hieraus erhalt man die Werthe f&r x^ und x^, indem man 
statt e^ beziehlich e^ und e, setzt. Somit wird 

fiberhaapt 

dx 

Nun ist 

und hieraus erhalt man ^ , öt- • indem man £« und £• statt £. setzt 
also wird 

+ ^ fe I <^]«i + [e. I e,]«, + [«. I «.]«.) + 
+ g(k I ^]fi + [*, I «,]*, + [«, I ^]«,) = 

_i^. _i_ii^. +-^e. 

nach dem fOr die Umwandlung der Nonnalvereine erwiesenen Satze^sse 
das heisst der Werth des partiellen Differentialquotienten ^— /* ist un- 
abhängig von dem zu Gh-unde gelegten Normalvereine. 



§ 2. Gnmdgesets der Mechanik. 
Wenn x die Strecke bezeichnet^ die yon einem festen Punkte nach 
dem sich bewegenden Punkte gezogen ist^ so ist unmittelbar klar^ dass 
dx die Geschwindigkeit dieses Punktes ihrer Grösse und Richtung 
nach, und d^x in gleicher Weise die Beschleunigung oder Bewegungs- 
änderung desselben darstellt*). Nach dem Beharrungsgesetz mufs jede 
Aenderung in der Bewegung eines materiellen Punktes einer auf ihn 
einwirkenden Ursache zugeschrieben werden. Es sei die Einwirkung 
dieser Ursache gleich der Strecke p, so haben wir die Gleichung 
(1) d^x=p. 



*) Noch einfacher wäre es, x unmittelbar als den sich bewegenden Ponkt 
zn setzen. Doch verspare ich dies auf einen späteren Aufsatz, in welchem die 
Bechnnng mit Punkten dargestellt werden soll. 
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Ist zum Beispiel diese Einwirkung konstant gleich der Strecke gj so 
erhalten wir durch Integration der Gleichung 

d^x = g 
unmittelbar 

Sx = c + gt, 

wo c eine willkürliche konstante Strecke (die Anfangsgeschwindigkeit) 
ist, und durch abermalige Integration 

x = h + ct + \gi^, 

wo h abermals eine konstante Strecke (der Anfangswerth yon x) ist 
Diese Gleichungen enthalten die gewöhnlichen Wurfgesetze in allge- 
meinster Form. 

Das sogenannte Gesetz vom Parallelogranmi der Kräfte lasst sich 
so ausdrücken: Wenn die Einwirkungen mehrerer Ursachen auf den 
Punkt X einzeln genommen gleich den Strecken Pi, p^, - * * sind^ so ist 
die gleichzeitige Einwirkung p aller jener Ursachen gleich der Summe 
dieser Strecken, 

l' = ft+Ä-| • 

Es gilt also die Gleichung (1) auch noch^ wenn p die Summe aller 
Einwirkungen ist, welche yerschiedene Ursachen gleichzeitig auf den 
bewegten Punkt üben. 

Einfache Kraft nenne ich eine Ursache^ welche in einem mate- 
riellen Punkte in der Art ihren Sitz hat, dass die Einwirkung dieser 
Ursache auf einen andern materiellen Punkt nur yon der gegenseitigen 
Lage dieser Punkte abhängt, hingegen yon dem umgebenden Räume 
ganz unabhängig ist. Wenn also ein materieller Punkt Ä auf einen 
andern B die Einwirkung BC übt, und man die Figur ABC beliebig 
im Räume nach A^B^^C^ yerlegt, so aber, dass ABC kongruent mit 
A^B^C^ bleibt, so muss B^C^ die Einwirkung yon A^ auf B^ bleiben. 
Hieraus folgt, dass BC m der unendlichen geraden Linie AB liegen 
227 muss. f Denn wäre dies nicht der Fall, sondern bildeten -4, J?, C ein 
Dreieck, und man drehte dies um die Axe AB um beliebigen Winkel 
in die Lage ABC^y so müsste A auf B die Einwirkung BC^ üben, 
was mit der Einwirkung BC in Widerspruch ist, also kann die Kraft 
nur anziehend oder abstossend wirken. Aber noch mehr, wenn die 
Punkte A und B yon ganz gleicher Beschaffenheit sind, so muss man 
auch A mit B yertauschen können, ohne die Wirkung zu ändern. 
Uebt nun A auf B die (anziehende oder abstossende) Wirkung BC, 
und man dreht ABC um den Mittelpunkt yon AB in die Lage A^B^y 
so dass A^ auf B und B^ auf A fällt, und sei C^ der Punkt, auf den 
dann C föUt, so muss B^C^, das heisst AC^y nicht bloss als Einwirkung 
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des Punktes A^ auf B^, sondern auch des Punktes B auf A aufgefasst 
werden können^ das heisst die Einwirkung muss gegenseitig und die 
beiden Einwirkungen müssen einander entgegengesetzt gleich sein. 
Auch kann die Grosse dieser Einwirkungen^ wenn die materiellen 
Punkte dieselbe Beschaffenheit beibehalten^ nur eine Funktion der 
gegenseitigen Entfernung sein*). Wenn nun A und B zwar nicht 
ganz gleiche Beschaffenheit haben^ aber doch A auf B die entgegen- 
gesetzt gleiche Wirkung übt wie B auf A, so nennen wir A und B 
an Masse gleich. Welche Masse wir als Einheit der Massen zu Grunde 
l^en, ist an sich gleichgültig. Nachdem aber diese Einheit festgesetzt 
ist^ so setzen wir die Kraft der Beschleunigung gleich^ welche sie der 
Masse 1 mittheilt. Daher können wir in der Gleichung (1) den End- 
punkt Yon X als einen Punkt von der Masse 1 setzen und p als die 
Kraft oder als die Summe der Kräfte^ die auf ihn wirken. In diesem 
Sinne können wir die Gleichung (1) als die Grundgleichung der 
Mechanik setzen. 



§ 3. Bewegung eines freibeweglichen Vereins materieller Punkte. 
Ich unterscheide innere und äussere Kräfte in Bezug auf den 
Verein. Innere Kräfte sind solche^ mit denen ein Punkt des Vereins 
auf einen andern Punkt desselben Vereins wirkt, äussere die übrigen. 
Ich nehme zuerst alle Punkte des Vereins als von gleicher Masse und 
zwar von der Masse 1 an. Nun seien x^, - -- x^ die von dem festen 
Punkte nach den beweglichen Punkten des Vereins gezogenen Strecken^ 
Pi die Summe aller Kräfte^ die auf den ersten Punkt wirken^ u. s. w.^ 
so hat man nach (1) die m Gleichungen 

diese addirt geben 

Die inneren Kräfte^ da sie paarweise eni^gengesetzt gleich sind^ heben 
sich bei der Addition weg, folglich können wir hier Pi, - - p^ als 228 
äussere Kräfte betrachten. Nun sei s die Strecke, die von dem festen 
Punkte nach dem Schwerpimkte des Vereins gezogen ist, und y^, • *- y^ 
die Strecken, die von dem Schwerpunkt nach den Punkten des Vereins 
gezogen sind, so ist nach der Definition des Schwerpunktes 

»i + -'- + y« = o. 

Nun ist aber 



*) Es liegt hierin schon, dass ich die Kräfte, mit welchen die in elektrischen 
Siarömen bewegten Elektricitäten wirken, nicht fOx einfache ErSite halten kann. 
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also 

^1 H h ^m ==* *^^; 

worin zugleich die Eonstmktion des Schwerpunktes liegt^ also 

8»x, + -.- + d'x„ = d\x, + ... + xJ = mS\ 
und so erhält man aus obiger Gleichung 

(2) 8's = ^p, 

WO p die Summe aller äusseren Eräfto und m die Masse des Vereins ist. 
Dies ist die Gleichung der Bewegung des Schwerpunktes. 
Sie kann uns zugleich als Gleichung fOr die Bewegung eines Punktes 
Yon der Masse m gelten und wir könnten von nun an auch Punkte 
von ungleicher Masse annehmen ^ doch behalten wir der Einfachheit 
wegen^ ohne an Allgemeinheit etwas einzubüssen^ auch jetzt Punkte 
Yon der Masse 1 bei. Führen wir in die Gleichung für die Bewegung 
des ersten Punktes statt x^ seinen Werth s-^-y^, statt ^^0;^ also 
d^s -|- 8^y^ und statt d^s den aus (2) gefundenen Werth ein^ so er- 
halten wir 

(3) S% = A - 4i), • • •, d»y„ »P« - ip 

als Gleichungen für die relativen Bewegungen eines beliebigen Vereins 
in Bezug auf den Schwerpunkt des Vereins. 
Multiplicirt man die Gleichung 

äuBserlich mit x^^ so erhalt man links 

[x,d'x,l 
dies ist aber das Zeitdifferential von 

[x^dx^l 
da bei der Differentiation das andere Glied 

[dx,6x,] 
nach den Gesetzen der äusseren Multiplikation Null ist. Also erhält man 

Bildet man dieselben Gleichungen für die andern Punkte und addirt^ 
so erhält man mit Anwendung der Summenbezeichnung 

(4) dUixdx] = Zlxpl 

Auch hier heben sich die innem Kraffce weg; denn es sei zum 
Beispiel 

V 2 ^~" i.) 
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die Kraft; mit der der erste Punkt auf den zweiten wirkt, so ist die 
Wirknng, die dieser auf jenen übt, die enl^egengesetzte, also 

k{x^ — rc,), 
also in der Summe anf der reckten Seite 

[Xi . X(x^ — xj] + [ä, . k(x^ — rc,)] = Xlx^x^-] + klx^x^] = 0, 
da 

ist. Also keben sick alle inneren Kräfte weg. Ebenso auck die nack 
dem Anfangspunkt der x gerickteten Krafiie. Denn ist Xx^ eine solcke 
anf den ersten Punkt wirkende Kraft, so wird 

[Xi . kx^] = 0. 

Wirken daker keine andern äusseren Kräfte ein, als solcke, die nack 
dem Anfangspunkt der x gericktet sind, so sagt die ßleickung (4) die 
ünyeränderlickkeit der gesammtenFläckenbewegungJJ^do^aus. 

Multiplicirt man in gleicker Weise die Gleickungen (3) äusserlick 2S9 
mit y^ und so weiter und addirt^ so erkält man, da 

yermöge der Eigensckaft des Sckwerpunktes null ist, 

(5) d£\i,iy]^E[yp], 

das k^sst die Fläckengleickung. (4) gilt auck, wenn man statt des 
festen Anfangspunktes der x den beweglicken Sckwerpunkt setzt. 
Endlick multiplitiren wir die Gleickung 

innerlick mit do^, so erkalten wir, da 

d[dx^y — 2[d% I dx^] 
ist, 

Wer auf alle Paukte des YereiiiB angewandt 

(6) S2\idxy='Z\jp\ix], 
das lieisst die Zunahme der lebendigen Kraft 

während einer Zeit ist gleich der Arbeit 

£[p I Sx] 
aller Kräfte wäkrend derselben Zeit. 

Es ist fQr die weitere Entwickelung der Gleickung (6) sekr fSrder- 
lick, die gesammte Kraft j)^, mit welcker mekrere Punkte auf den 
Punkt Xi wirken, als partiellen Difierentialquotienten nack x^ von einer 
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algebraischen Funktion aller dieser Punkte aufeufassen, sodass also, 
wenn U diese Funktion ist, 

sei. Man kann dann sagen, dass die Kraft A dem Streben*) ent- 
springe, die Funktion U zu Tergrössem. Die Vei^sserung nämlich, 
welche JJ durch eine unendlich kleine Verschiebung dx^ erßhrt, ist 

diese Vergrosserung ist, wenn dx^ dieselbe Lange beibehält, am grössten, 
wenn dx^ die Richtung des el7?ten Faktors hat, wie unmittelbar aus 

der Formel "^v 

[a I 6] = a6>ß^ L ao 

folgt, das heisst die durch die Kraft ^\>wirkte Bewegung nimmt 
diejenige Richtung an, in welcher die Punfi^tion U am meisten vei- 
grossert, das heisst das Streben am vollkommensten erfüllt wird. 
Ebenso wenn der Punkt x^ seine Lage verandert,V^^i ^^^^ ^^ ^^ 
selbe Länge behält, und die Richtung die des erstell Faktors ^U 

bleibt, so verhält sich die Kraft wie die Vergrosserung! ^^^ ^y ^ 
heisst wie die Erreichung des Zieles, welches sie erstrebt.\ ^®^ kann 
daher in der That die Kraft p^^ als Aeusserung des Stiw®^^ "*® 
Funktion U zu vergrössem auffassen. Bekanntlich wird U ct^ "^" 
tential genannt. U zu finden hat keine Schwierigkeit. Betrtl|^'*^ 
wir zuerst die Kraft Pi^, mit der ein Punkt x^ auf einen anderP ^ 
wirkt Diese Kraft lässt sich nach § 2 als Funktion ihrer Entfemff^ 
auffassen, also als f(r). Aber um die Richtung mit darzustelljP' 
schreiben wir sie \ 



\ 



SSO Hier ist r die I^nge Ton x^ — a^, das heisst 

r* = («1 — «,)«, 
also differentürt: 

rrfr = [(«1 — X,) I (dxi — dx,)], 
oder ^ 

dr = j [(xi — x,) I (d«, — da?,)], I 

also ^ 

f(r)dr~^f(r)[!ix,-x,) | (dx,-dx,)] -^IPnKdx,- dx,)]. 



*) Diese Idee des Strebens (der Tendenz) habe ich in der vorher genannten 
Arbeit vom Jahre 1840 zu Grande gelegt. 
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Nun sei 

//•(r).dr=Oi„ 

d 



80 ist 
also 



und so anch 






Hat man nun anf gleiche Weise zwischen je zwei Punkten einer Schaar 
die Grossen ü^ , aufgestellt, so wird ihre Summe TJ eine Funktion 
dieser Punkte, und die Kraft, welche auf einen Punkt x^ dieser Schaar 
die übrigen Punkte üben, ist dann 

Für die Einführung dieses Potentiales in Gleichung (6) ist gleich- 
falls die Unterscheidung in äussere und innere Kräfte wichtig. Es sei 
7 das Yollständige innere Potential, das heisst die Summe der Poten- 
tiale zwischen je zwei Punkten des Vereins, und U das gesammte 
äussere Potential, das heisst die Summe der Potentiale zwischen je 
einem äusseren und inneren Punkte, so lassen die ersteren in der Glei- 
chung (6) eine yollständige Int^ration zu, die letzteren nur, insofern 
die äusseren Punkte in der Zeit unyeiunderlich sind. 

In der That, betrachtet man in der Sunmie 

-S|> I öx^ 
der Gleichung (6) die Kräfte p^<^ und p^^^ mit denen die ersten beiden 
Punkte aufeinander wirken und das zugehörige Potential JJ^^y so ist 

O12 I *^] + \Sn I *^] 
der zugehörige Theil jener Summe, ako 

nnd dies auf alle inneren Kräfte ausgedehnt, wird der daraus ent- 
springende Theil jener Summe »^ dF und die Gleichung (6) nimmt 
die Gestalt an: 

(7) ^sißxy^^v+J-^Qiülsx). 

§ 4. Bewegung eines besohr&nkt beweglichen Vereins. 
Die Beschränkung in der Bewegung eines Vereins wird am ein- 
fachsten durch Bedingungsgleichungen dargestellt, welchen die be- 
wegten Punkte unterworfen sind. Allein durch diese Gleichungen ist 
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die Bewegung noch nicht bestimmt. Vielmehr muss man Erafbe an- 
nehmen, welche anf die Punkte des Vereins wirken, sobald sich diese 
231 auch nur unendlich wenig aus der Lage, die den Qleichungen f entr 
spricht, herausbewegen, und die sie unwiderstehlich in eine Lage zurück- 
treiben, welche diesen Gleichungen genügt. Auf die nähere Bestimmung 
diese Kräfte kommt es an. Es sei 

i = 
eine solche Bedingungsgleichung, so wollen wir die daraus entspringenden 
Kräfte dem Streben zuschreiben, jene Gleichung 

L = 
zu erhalten, das heisst einem Potential, welches gleich L oder einer 
beliebigen Funktion von L etwa f{L) ist. Dies vorausgesetzt ist die 
Kraft, welche jenes Streben 

L = 

zu erhalten, auf den Punkt x^ hervorruft, 

wenn f(L) die abgeleitete Funktion von f{L) ist, oder bezeichnen wir 
mit A diese abgeleitete Funktion, so ist die Kraft, die der Punkte x^ 
vermöge jenes Strebens erleidet, 

die Kraft, die der Punkt x^ dadurch erleidet 

und so weiter. Sind nun ausser jener Bedingungsgleichung 

noch andere 

und so weiter, so entspringen daraus die KiUfte 

und die Gleichungen der Bewegung werden nach dem Gmnc^esetz (1) 

d r , d 



(8) 






WO 

hinreichen, um die Unbekannten A, ft, • • • zu bestimmen. 
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Nun seien doo^y dz^, • • • beliebige Yerschiebimgen der Punkte 
^i, x^y ' ' ', welche aber den Gleicbni^n 

dL = 0, dJf=0, ... 

genügen. Man multiplicire obige Gleichungen innerlich mit dx^, dx^, 
und so weiter and addire^ so fallen, da 

ist, die Glieder mit A, ft, . * * weg und man erhalt 

(9) Zl{d^x—p)\dx'] = 0, 

welche f&r alle Yerschiebnngen gilt^ die den Gleichungen 

dL^O, dJf=0, ... 
genügen. 

§ 5. Gleichgewicht und mittlere Bewegung. 

Wenn die Kräfte, welche auf einen Verein wirken, nur von der 
Lage der Punkte des Vereins und nicht zugleich anderweitig von der 
Zeit abhängen, so ist Gleichgewicht möglich, und die Formeln für 
das Gleichgewicht sind dann in den obigen Gleichungen enthalten, 
wenn f man nur die Beschleunigungen und Geschwindigkeiten aller 232 
Punkte des Vereins null setzt, wodurch dann Gleichungen zwischen 
den Kraften bedingt sind. Sind diese Gleichungen erfüllt, so kann 
dennoch die Anfangslage der Punkte des Vereins oder ihre AnÜEUigs- 
geschwindigkeit von der Art sein, dass kein Gleichgewicht entsteht, 
und dass insbesondere bei sehr geringen Abweichungen des Anfangs- 
zustandes von dem Zustande eines sichern Gleichgewichts Schwingungen 
um diesen Zustand stattfinden. Diesen Eigenschaften des Gleichgewichtes 
und seiner Störung durch unendlich kleine Schwingungen entspricht 
nun für den Fall, dass die Kräfte von der Zeit als solcher abhängen, 
ein Zustand der mittleren Bewegung, um welchen wieder, wenn dieser 
Zustand der mittleren Bewegung ein sicherer ist, kleine Schwingungen 
stattfinden können, die auch im Laufe der Zeit ein gewisses Maximum 
nicht überschreiten. 

Mittlere Bewegung eines Vereins, der von gegebenen (in der 
Zeits veränderlichen) Kräften getrieben wird, nenne ich diejenige 
Bewegung, bei welcher unter allen von den verschiedenen An- 
fangszuständen abhängigen Bewegungen die kleinste Beweg- 
lichkeit stattfindet, oder genauer ausgedrückt, bei welcher die 
Summe der während einer hinreichend grossen Zeit thätigen 
lebendigen Kräfte ein Minimum ist. Ist 

T^\Z{8xy 
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(immer die Punkte des Vereins an Masse gleich gedacht) die lebendige 
Straft; also Tdt die während des Zeitelements dt thätige lebendige 
Eraft^ so ist fTdt zwischen den Grenzen 

< — und t=t 

die während dieser Zeit thätige gesammte lebendige Kraft. Für die 
mittlere Bewegung soll also jenes Integral, bei hinreichend grossem tj 
kleiner sein als für jede andre Bewegung des Systems, und auch 
kleiner bleiben als solche, wenn t von da ab beliebig wächst. Für 
lineare Gleichungen der Bewegung knüpfe ich den Begriflf der mitt- 
leren Bewegung an den der mittleren Integration linearer Differen- 
tialgleichungen beliebiger Ordnung, wähle jedoch als Beispiel lineare 
Differentialgleichungen zweiter Ordnung. Es seien n Zahlgrossen 
^f'''%} abhängig gedacht von einer unabhängigen Zahlgrösse ^, und 
seien die Differentiale jener Grössen nach t mit S bezeichnet, und sei 
jene Abhängigkeit partiell bestimmt durch die n Gleichungen 

rdX -f 01,1*^1 H h ai^J% + Ki^ H h \n^i = fJ 

(10*) 

WO die a und b konstante Zahlgrössen sind. 

Die allgemeine Integration dieser Gleichungen ist bekannt. Doch 
wird es für die klare Aussonderung der mittleren Integration noth- 
wendig sein, die allgemeine Integration übersichtlich darzustellen. Zu- 
nächst ist klar, dass man die ft in beliebige Glieder zerlegen, die all- 
gemeinen Integrale in Bezug auf diese Glieder einzeln nehmen und die 
238 so erhaltenen Integrale addiren kann. Ich zerlege die ft in Expo- 
nentialglieder, deren Exponenten der Zeit proportional sind, und setze 
daher als die zu integrirenden Gleichungen zunächst 

(10) 

^0 ffif ' ' ' ffn l^onstant sind. Man denke sich auch die u in solchen 
Gliedern dargestellt. Dann treten sogleich zwei Arten dieser Glieder 
hervor, nämlich solche mit der Ezponentialgrösse ^* und solche mit 6^', 
wo X von X yerschieden, aber noch zu suchen ist. Die erstgenannten 
Glieder bilden das mittlere Integral und lassen sich unmittelbar 
finden, die letztgenannten hängen von der Lösung einer Gleichung des 
2n-ten Grades ab. Die mittlere Integration giebt 

wo die yi, • • • Jfn durch die n Gleichungen 
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f «*yi + ««1,1^1 H h ^(h^nVn + &1,1»1 -I h KnVn = ffl 

(11) 

genau bestimmt sind, falls nicht, was unten zu besprechen ist, die 
Determinante der Eoefficienten der yi, - - - y^ ^^ sein sollte. Setzt 
man hingegen 

WO X nicht gleich x ist^ so ei^ebt sich ein entsprechendes Gleichungs- 
system wie das obige (11), mit iem Unterschiede, dass A, z statt x, y 
eintritt und die rechten Seiten null sind. Daraus folgt, dass die 
Determinante der Eoefficienten von ^ly - '-' f^n ^^ ^^ muss. Das 
giebt für A die oben angedeutete Gleichung des 2n^ten Grades. Für 
jeden der 2w Werthe A^, • • • Aj„, welche dieser Gleichung des 2n-ten 
Ghrades genügen, sind dami die zugehörigen Verhältnisse der is bestimmt, 
und dadurch ist dann die allgemeine Integration vollendet. Nur wenn 
X einem der 2n Werthe A^, • • • Aj« gleich wird, tritt der oben erwähnte 
Fall ein, dass die y±, • - • y^ der mittleren Integration unendlich oder 
unbestimmt werden; in diesem Falle kann man x zunächst unendlich 
wenig Yon jenem Werthe A yerschieden setzen und in Bezug auf dieses 
X die mittlere Integration bestimmen. Immer bleibt die mittlere Inte< 
gration von der Lösung jener Gleichung des 29^ten Grades unabhängig, 
um aber zu den Gleichungen der Bewegung übergehen zu können, 
müssen wir den Gleichungen (10) noch eine andere Form geben. Denn 
da die Glieder g^', welche die Eräfte darstellen sollen, bei reellem x 
mit t unendlich werden, so entsprechen sie unter dieser Voraussetzung 
nicht dem Fall der Natur. Man setze daher statt ge^* die zwei Glieder 

ccos xt~\- c'sinx^, 
das heisst 



Diese beiden Glieder unterscheiden sich f nur durch das Vorzeichen 284 
Yon i=y — 1. Setzt man nun in (10) zunächst statt g^^' ein 



gj-gj* 



2 ^ 



und so weiter, so hat man in (11) statt g^ zu setzen 



2 



und so weiter, femer ix statt x und — x' statt x^, und es werden dann 
die durch (11) bestimmten y imaginär, sie seien t; -|- wi^ so wird 

«*i = (^i + «'i*V'''>-"; «*„ — (f;„ + w„i)e*'''. 
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Setzt man dann zweitens in (10) 

c + c'i i^t 

statt g, so gehen daraus Werthe hervor; die sich Ton den obigen fELr 
Uly " ' u^ nur durch das Vorzeichen Ton i unterscheiden, sie seien mit 
Ui'y * ' - u^' bezeichnet^ also 

< = (vi — w^t) er-'«', . . ., tt/ — (f;„ — w^{) e-'«'; 
also wird 

ti^ -|- ttj' = 2vi cos xt — 2«;i sin x^ — o^ cos xt + h^ sin xt, 
wenn 

und * 

— 2wi = \ 
gesetzt wird. 

Es ist nun nachzuweisen, dass bei der Bewegung, die durch lineare 
Oleichungen der Form (10) bestimmt ist, die mittlere Integration zu- 
gleich die mittlere Bewegung liefert, wie sie oben definirt isi 

Bei der Bewegung eines Vereins Ton m gleich schweren Punkten im 
Baume wird das n der Gleichungen (10) und (11) gleich 3m, die 
Gleichung in k also Tom 6m-ten Grade. Wir nehmen senkrechte 
Eoordinatenaxen an. Dann wird die gesammte lebendige Kraft 

also 

wo sich die Summe auf 

bezieht. Nun besteht t% bei der allgemeinen Integration teils aus den 
Gliedern der mittleren Integration, welche yon der Form 

Ol cos xt -|- &i sin xt 
sind, und aus 6m Gliedern der Form*) 

also dti^ enthält dann Glieder der Form 

xbi cos xt — «fl^ sin xt 
und der Form 

und dttj^ enthalt dann die Quadrate dieser Glieder und die doppelten 
Produkte je zweier. Man sieht sogleich, dass die Glieder der Form 
X^e^' 

*) Die Eoefficienten von e^' enthalten eine und dieselbe mnltiplikative will- 
kdrliche Conatante, ebenso die von e^' n. s. w. (A. d. H.) 
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bei reellem 2^ mit imendlieliem t selbst unendlicb werden, also jTdt*) 
gewiss kleiner ist, wenn diese Glieder fehlen, als wenn sie vorhanden 
sind. Wir können ako f&r den Nachweis der mittleren Bewegung 
diese Glieder weglassen; dasselbe gilt, wenn 

^ =« + /»»• 

ist, und a nicht null ist. Es sind also nur die Glieder zu berück- 
sichtigen, wo 

ist; dann ist ein anderer Werth Ton A etwa 

A, ßi 

und die hieraus entspringenden reellen Glieder in u^ werden Yon 
der Form 

p cos ßt •■\- q ain. ßt, 

also in dti^ Ton der Form 

ß(q cos ßt — p aia ßt), 
also von entsprechender Form, wie die Glieder der mittleren Integration. 
Betrachten wir zuerst die Quadrate, zum Beispiel 
(xfci cos xt — «Ol sin xty, 
also in Tdt das Glied 

^«*(6i cos xt — o^ sin xt^dt, 
so giebt dies 

T«W(1 + cos2xOd^ + V(l — cos2x{)dt — 2aib^Bia2xtdt]. 
Dies giebt integrirt 

wo P lauter endliche periodische Glieder liefert Femer betrachten 
wir das doppelte Produkt zweier solcher Glieder, zum Beispiel 

x(fti coBxt — a^ sin xt) 
und 

ß{qGOB ßt — p sin ßt), 

so giebt das in Tdt das Glied 

xßdtQ)^qcoBxtcoBßt-^aj^aixixtsmßt — b^jpeoBxtBinßt — a|^gsinx^cos/}^)2S6 

_5i£±^«3m(x + /J)«+5i£z-Lisin(«_<,)«], 
also wenn x nicht gleich ß ist> so liefert dies lauter endliche periodische 



^ In dem Abdruck in den Math. Ann. steht YTdi; doch ist dies wohl ein 
Druckfehler. (A, d. H.) 
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Olieder. Nun können wir t so gross annehmen, dass die periodischen 
Glieder gegen die Glieder der Form 

lx»(V + &,%... 
Terschwinden; dami wird 

WO die erste Summe sich auf alle Glieder der mittleren Integration 
bezieht, die letzte auf die übrigen. Hier sind die a und h Ton unver- 
änderlichem Werth; hingegen p und q können null sein, also wird f&r 
hinlänglich grosses t das Integral 

fTdt 

am kleinsten, wenn die py q sämmtlich null sind, das heisst das Inte- 
gral das mittlere ist. Es ist dadurch nachgewiesen, dass bei linearen 
Differentialgleichungen der Bewegung die mittlere Integration zugleich 
die mittlere Bewegung liefert. 

Ich nenne ein Glied Tor der Form 

acoBx^ -|- h sinx^, 

wo X positiy ist, mögen nun a und b Zahlen oder Strecken sein, ein 
elliptisches Glied und x seinen Zeiger. In der That, sind hier a 
und b Strecken yon ungleicher Richtung und wird 

a cos xt-^-bsia xt 

als Strecke r dargestellt, die von einem festen Punkte ausgeht, so be- 
schreibt der Endpunkt in der Zeit 2x : x eine Ellipse, und zwar so, 
dass die Strecke r selbst in gleichen Zeiten gleiche Räume beschreibt, 
nämlich in der Zeit dt den Raum 

\[ab]xdt; 

die Strecken a und b sind konjugirte Halbmesser der Ellipse. In der 
That, setzt man 

cos xt = u, sin xt = v, 
so wird jener Radius 

r = wa -f- vb 
und 

was die Gleichui^ der Ellipse mit den konjugirten Halbmessern a und 
b ist. Femer beschreibt der Endpunkt yon r im Zeitelemente dt 
die Strecke 

är . dt, 
das heisst 

(p QOBxt — asiRxfjxdt 
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und r selbst den FUichenraam 

das heisst 

I [(a cos x^ + 6 sin xt) • (6 cos xt — a sin xt)] xdt] 

das eingeschlossene äussere Produkt giebt; da 

[aa] = [66] = 0, [ah] = — \ba] 
nnd 

cos*x< + sin*x^ = 1 

ist, der Werth \ab], also ist der im Zeitelemente dt beschriebene 
Flächenranm 

= ^[ab]xdt 

Wir können nun das Gesetz der mittleren Bewegung für unsem 
Fall so aussprechen: Wenn die Bewegung eines Vereins von Punkten 
durch lineare DifFerentialgleichungen dargestellt wird, so entsprechen 
den elliptischen Gliedern, welche in dem Ausdruck der Erafb Tor- 
kommen, elliptische Glieder Ton denselben Zeigern in allen Strecken, 
welche Ton einem festen Punkte nach den beweglichen Punkten ge- 
zogen sind, und zwar sind die EoefiScienten dieser Glieder durch die 
gegebenen Gleichungen ToUkommen bestimmt, und ausser diesen Glie- 
dern treten bei der mittleren Bewegung keine andern hervor. 

Ich bemerke noch, dass sich die Sicherheit oder Unsicherheit der 
mittleren Bewegung aus den ' oben entwickelten Principien aufs leich- 236 
teste ableiten lasst. 

§ 6. Anwendung auf die Theorie der Ebbe und Flnth. 
Wir betrachten auch hier das der Ebbe und Flnth unterworfene 
System zumU^hst als einen Verein Ton m Punkten, deren Massen 1 sind. 
Dann gilt f&r die relative Bewegung in Bezug auf den Schwerpunkt 
die Gleichung (3) in § 3, nämlich 

**»i =JPi +?i — ii> 

S'yn.^Pm + Qm — iiPf 

indem ich nämlich die innem Kräfte q^ u. s. w. von den äusseren p^ 
XL B. w. gesondert und 

JPlH hl>m = P 

gesetzt habe. Nun sei das System einer gleichförmigen Rotation um 
eine feste durch den Schwerpunkt gehende Axe unterworfen und an- 
genommen, wie es bei der Theorie der Ebbe und Fluth in der hier nur 
berücksichtigten ersten Annäherung gestattet ist, dass sich die Punkte 

Orassmann, Werke, n. 2. 5 
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nur unendlich wenig von der Lage, die sie bei jener gleichförmigen 
Rotation annehmen würden, entfernen. Femer sei n die Winkel- 
geschwindigkeit bei jener Drehung, also n^ die Drehung während der 
Zeit t. Es sei eine in der Drehungsebene (also senkrecht gegen die 
Drehungsaxe) gelegene Strecke a angenommen, so yerwandelt sie sich 
durch die Drehung um den Winkel nt in 

acosn^ + »'sinn^, 
wo a' senkrecht gegen a in der Drehungsebene nach der positiyen 
Drehungsseite liegt und mit a gleich lang ist. Wir bezeichnen nach 
bekannter Analogie diese Strecke a' mit ai, wo i die planimetrische 
Darstellung der Y — 1 ist. Dann yerwandelt sich also a in 

a (cos n< + t sin nt) — ae*"',*) 
und es wird dann 

Nun sei 

in = a 

gesetzt, wo a die Winkelgeschwindigkeit ihrer Grösse und Richtung 
nach darstellt. Dann yerwandelt sich also a durch jene Drehung in 

und es wird 

d(ae«0 = aef^a, 

wo übrigens a* = — n* wird. 

Dieselbe Bezeichnung wende ich auch an, wenn a nicht in der 
Drehungsebene liegt*^), nämlich in der Art, dass, wenn a die Rich- 
tung der Drehungsaxe hat. 



*) Vgl. hiezn die Darstellung der Rotation in der Arbeit, welche unter Nr. lU 
abgedrackt ist. (A. d. H.) 

**) Zur Erl&ntenmg diene Folgendes. Für irgend eine Strecke g bezeichne 
Pif die Projektion auf die Drehungsaxe, Sq die auf die Drehungsebene, sodass 
Q ^ P(f -^- 8(f ist. 

Dann geht die Strecke a durch die Drehung in die Strecke Pa -\- Sae"* 
über, wie aus dem im Text vorher Bewiesenen folgt. Setzt man diese Strecke 
=s ae"\ so wird 

aae"' — Sa • «*'« 
d^ae""' = - n^Sa • e"'. 

Kommt man nun überein, unter ^« zu verstehen die Strecke Sq • a^ und unter 
gcc* die Strecke — n^Sif, so kann man sagen, dass 

dae"^ — ae"*a 
ist 
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a^"^ = a 
und 

ist. Dies Torausgesetzt drückt dann, wenn a beliebige Richtung bat, 
ae^' die Strecke aus, in die a übergeht, wenn sich das ganze System 
um den Winkel at dreht und es bleibt dann 

ö^aef"* — ae^'a^ 

wo man aber statt a* nicht ohne Weiteres — w' zu setzen hat. 
In diesem Sinne sei nun 

yi = (^l + «l)«"'; 

wo x^ in der Zeit unyeränderlich und u^ unendlich klein ist Dann wird 

SVi — ifh^* + (Xi + fh)^% 
ä^y^ = *X^' + ^iui&"a + (x^ + t«i)6«^a* 
= [(JV + 2du^a + (x^ + Ui)a»]c«'. 
Aber wenn sich das ganze System um at dreht, so drehen sich auch 
die inneren Kräfte um denselben Winkel, und wir können also statt 
q^ schreiben 287 

Somit erhalten wir, wenn man noch mit e"^* multiplicirt, die Gleichimg 
*S + 2<J«i« + (a^ + „,) a» - q,' + ^, - ^ J)) c-"- 

Nun hängt aber q^' von der gegenseitigen Entfernung der Punkte, 
also hier Ton 

^ + Wl — (^r + «*r); 

das heisst von 

^1 — ^r + (% — Wr) 

ab, wo Ui — Uy gegen x^ — x^ unendlich klein ist. Somit sondert sich 
q^' in zwei Glieder, von denen das eine die u nicht enthält, das andere 
eine lineare Funktion der u ist. Jenes sei mit q^' bezeichnet, dieses 
mit g?!, so können wir die obigen Gleichungen in je zwei Gleichungen 
sondern, nämlich 

(12) rCitt* = Ji", • • •, XmCC^ = qm, 



Dreht man die Strecke ae^^ noch weiter um den Winkel -;- ßt, so hat man 

die Strecke a im Ganzen um den Winkel '-^-{a -\- ß)t gedreht. Daher ist 

ae"'. «?'= 0««'+«', 
Yon welcher Formel im Folgenden Gebrauch gemacht ist (für ß= — a). (A. d. H.) 

6* 
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die dea GleichgewicHtszastand besidmmen, und 

tfS + 2du^tt + Ui«» — 9i = ^1 - ip)«""' 



(13) 



«*«„ + 2d«„« + «„«» _ ^„ = (p„_ 1 p) e-«', 



welche ganz die Form der im § 5 behandelten Oleichimgen haben^ 
und ihre mittlere Integration liefert dann die Bewegung der Ebbe und 
Fluth. Es kommt nur noch darauf an, die rechten Seiten dieser Glei- 
chungen (13) in elliptischen Gliedern zu entwickeln. Wir nehmen 
zuerst nur ein Gestirn an, und zwar sei dasselbe nahe kugelförmig und 
die Entfernung seines Mittelpunktes von dem Schwerpunkte des Systems 
unendlich gross gegen die Dimensionen des Systems. Die Anziehung, 
welche eine Kugel durch ihre Grraritation auf einen äusseren Punkt 
übt, ist dieselbe, als ob alle ihre Masse in ihrem Mittelpunkte yereinigt 
wäre- Es sei L diese Anziehung in der Entfernung 1, so ist sie in 
der Entfernung e gleich 



Nun sei r die Strecke vom Schwerpunkt des Systems zum Mittelpunkt 
der Emrel zur Zeit 

und sei q die Länge Ton r, so ist zu dieser Zeit p^, mit üebergehung 
der Glieder Ton höherem GFrade der Kleinheit, der Grösse und Rich- 
tung nach 

oder 

(r«-2[r|a:,])* 
Das giebt entwickelt 

Dann erhält man, da die x vom Schwerpunkt des Systems aus 
genommen sind und also 

ist, 

1 L 

— ü = — r. 

Folglich wird zur Zeit ^ = die rechte Seite der Gleichung (13) gleich 



L/S[r±x^ 
Nun sei während der Dauer eines Tages die Entfernung des Gestirnes 



^(mfilr-.,). 
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nnd seine DekUnation als konstant angenommen^ während sich seine 
Rectascension in der Zeit t mn ßt ändere*)^ so ist zur Zeit t erstens f r in 288 

zweitens x^ in 

übergegangen, und die rechte Seite der Gleichung (13) wird 



^{^.^^r^--^^'). 



Nnn ändert sich nach dem Begriff des inneren Produktes der Werth 
desselben nicht, wenn die beiden Faktoren sich um gleiche Axe und 
um gleiche Winkel, zum Beispiel um den Winkel — ßt drehen**) und 
man erhalt, wenn 

a — /J = y 

gesetzt wird; die rechte Seite der Gleichung (13) gleich 

Es sei die Länge von x^ gleich ft(»; so wird 
[r I x^eT^^ = ftp* cos g?, 
wo g? der Winkel zwischen r und x^^e^* ist. Es sei rj der Winkel, den 
die Axe a mit r, und d- der Winkel, den sie mit x^ bildet, und sei o^ 
der Winkel, den die Ebene ar mit der Ebene ax^, also 

(o^ + yt 
der Winkel, den die Ebene ar mit der Ebene ax^e^* bildet***), so ist 

cos 9 = cos iy cos ^ + siniy sin ^ cos(g}^ + yt), , 
also erhalten wir obigen Ausdruck 

^ -j { 3fA[cos ij cos -Ö* + sin ij sin -d* cos(a)^ + yi)] rer^* — x^), 

wo man noch statt r setzen kann 

ri + r„ 
indem r^ in der Axe, r, im Aequator liegt, also statt rer^* setzen kann 

r, + r.erY'. 
Setzt man dann auch noch statt 

cos(oi + yt) 



*) Genauer: Aendert sich die Rectascension in der Zeiteinheit um n', so ist 
j5 = iV. (A. d, H.) 

••) Besser: Um den Winkel — n'* drehen, wobei die Strecken mit e'^* 
multiplicirt werden. (A. d. H.) 

••^Richtiger: Da n — n' == y/i, so ist dieser Winkel »i + y/»* und im 
Folgenden unter dem Zeichen cos an die Stelle Ton y zu setzen y/t. (A. d. H.) 
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seinen Werth 



g'(«i+yO_f. e-»'("i+yO 



so übersieht man auf der Stelle^ dass der ganze Ausdruck aus drei 
elliptischen Oliedem mit den Zeigern 0^ y und 2y besteht; wo y die 
scheinbare Winke^eschwindigkeit des Oestims, also 2a :y seine schein- 
bare Umlaufszeit ist**). Tritt nun noch, wie es bei der Ebbe und 
Fluth der Fall ist, ein zweites Gestirn hinzu, welches auf die Bewegung 
Einfluss hat; und dessen scheinbare ümlaufszeit 2x:y' ist, so treten 
noch zwei elliptische Glieder mit den Zeigern y' und 2y' hinzu. Be- 
zeichnen wir diese fünf elliptischen Glieder für den ersten Punkt mit 

Pl,0> A,y; -Pl.Sy; ■Pl.y'^ A,Jy'^ 

so wird die erste der Gleichungen (13) 

(14) *X + 2(Jwia + Mja» — ip^ =ft^o +JPi,y + l>i.2y +JPi,y' +A,«y 

Daraus ergiebt sich; da bei der Ebbe und Fluth nur die mittlere 
Bewegung ins Auge gefasst wird; fttr u^ gleichfalls eine Summe Yon 
fünf elliptischen Gliedern mit denselben ZeigerU; also 

(16) «1 = 1*1,0 + %Y + ^i.«y + %r + *^.«y' 

wenn u^^q, u^^^ u. s. w. elliptische Glieder mit den Zeigern 0; y u. s. w. 
darstellen. Entsprechend sind die Gleichungen für jeden andern Punkt. 
Das erste Glied ti^Q giebt aU; um welche Strecke die durch die Gestirne 
bestimmte mittlere Lage des ersten Punktes Ton seiner Gleichgewichts- 
lage abweicht. Die andern vier Glieder geben die Bewegung des 
Punktes um seine mittlere Lage an. Es ergiebt sich daraus der 
Hauptsatz für die Theorie der Ebbe und Fluth: 
889 ;;Die Bewegung; welche jeder Punkt des Meeres bei der Ebbe 
und Fluth ToUendet; ergiebt sich durch die Interferenz Ton vier ellipti- 
schen Bewegungen; von denen zwei dieselbe ümlaufszeit habeU; wie 
die scheinbare ümlaufszeit der Sonne und des Mondes beträgt; und 
die zwei andern eine halb so grosse ümlaufszeit.'^ 

Jedes elliptische Glied enthält yermoge seiner Form 
a cos y^ + 6 sin yt^ 

wo a und b Strecken sind; sechs algebraische Konstanten; also die 
vier elliptischen Glieder zusammen 24. Sind diese 24 Eonstanten für 
einen Punkt des Meeres durch Beobachtung gefunden, so ist dann 

•) Auch hier wAre y/i fflr y zu setzen. (A. d. H.) 

**) Besser wflrde man sagen: Die Zeiger sind 0, y/i and 2y/», und ist die 

scheinbare Ümlaufszeit. (A. d. H.) 
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die Bewegung des Punktes genau bestimmt. Soll aber nur die Höhe, 
also nur das Sinken und Steigen bestimmt werden, so hat man nur 
die Projektionen jener Strecken a, b und so weiter auf die vertikale 
Linie zu beachten, man erhält also dann acht Eonstante in Ueberein- 
stimmung mit La Place m^canique eheste lY, 3. {Oeuvres Bd. 11, 
S. 182ff. } Jene 24 Eonstanten sind an sich durch die inneren Erafte 
(Ghrayitation und Elasticitat) bedingt und also nur dann theoretisch zu 
bestimmen, wenn die Beschaffenheit des Systems vollständig gegeben ist. 
Nimmt man statt der m Punkte eine im Räume stetig verbreitete 
Materie an, so hat man in den Gleichungen (12) statt x^, - - ' x^ eine 
variable Strecke x im Räume zu setzen, und die Gleichung wird 

(12*) xa^ = ff", 

wo q" eine Funktion von x ist. Diese Gleichung bestimmt das 
Gleichgewicht des Systems. Dann wird in den Gleichungen (13) und (14) 
statt u^f ' ' ' tifn ^^ ^^^ ^ abhängige Grösse u gesetzt werden müssen 
und die Gleichung (14) wird 

(14*) (J'W + 2dfi . « + W . a» — 9 = i)0 + Py + Ay + l)y. + Äy., 

^o ^} Po9 Pyy ' ' ' Fiuiktionen von x sind und 9 eine in Bezii^ auf u 
lineare Funktion von x und u ist. Die Gleichung (15) wird dann 

(15*) w — «0 + Wy + «sy + W/ + ^y> 

wo die elliptischen Glieder zugleich Funktionen von x sind, also zum 

Beispiel 

tty «= a^ cos yt + 6« sin yt 

ist, wo a^f \ Funktionen von x sind. 

Will man die Oberfläche des Meeres haben, wie sie sich durch 
die Ebbe und Flut zu jeder Zeit gestaltet, so hat man x auf die 
Punkte der Oberfläche zu beschränken. Dann wird die Gleichung (12*) 
die Gleichung der Oberfläche beim Gleichgewicht (die äusseren Erafte 
Null gesetzt). Wir können diese Gleichung in der Form dargestellt 
denken, dass x eine Funktion ihrer Richtung | wird, das heisst Funk- 
tion einer Strecke |, die mit x gleiche Richtung hat, aber deren 
Länge 1 ist. 

Dies ist die wesentliche Idee der Polarkoordinaten. Die Gleichung 
der Oberfläche zur Zeit t ergiebt sich dann leicht, da 

y^x + u 

war und u gefunden ist. Erhebt man diese Gleichung aufs (innere) 
Quadrat, so erhält man 

y»-a;» + 2[a;|«], 



Digitized by 



Google 



72 n. Die Mechanik nach d. Piincipien d. AnsdehnungslehTe. M. A. 12 (1877). 

240 da wir das letzte Qlied u^ ak yon f höherer Ordnnng der Eleinheit 

weglassen können. Ist nun z die Projektion Ton u anf x (oder auf £), 
so erhält man 
(16) y« = x* + 2xz 

als Gleichung der Oberfläche zur Zeit t Hier besteht a aus f&nf 
elliptischen Gliedern mit den Zeigern 0, y, 2y, /, 2y\ aber diese 
elliptischen Glieder haben hier die Form^ dass ihre Koefficienten nicht 
Strecken, sondern Zahlengrössen sind, welche von | abhängen. 

Es ist in dem Obigen die Ebbe und Flut nur in der ersten An- 
näherung bestimmt. Wül man eine höhere Annäherung erzielen, so 
muss man dennoch die hier entwickelte Theorie zur Grundlage nehmen, 
und dann die zweite Annäherui^ in entsprechender Weise behandeln, 
wie dies in der Theorie der seculären Störungen der Planeten geschieht. 

Stettin, den 31. März 1877. 



IIa. Selbstanzeige der Abhandlung: 
Die Mechanik nach den Principien der Ansdehnnngslehre. 

(Koenigsbergers Repertorium Bd. ü, S. 62—64. Leipzig 1879.) 

Die Begriffe der Ausdehnungslehre (yon 1862 {Ges. Werke I, 2}), 
welche in dieser Abhandlung benutzt sind, sind der Begriff der Strecken 
(n. 216, b) und ihrer Addition (n. 220), femer des äusseren oder com- 
binatoriflchen Produktes zweier (n. 254) oder dreier Strecken (n. 262), 
femer des inneren Produktes zweier Strecken (n. 188) und endlich der 
Begriff des partiellen Differentialquotienten einer algebraischen Funktion 
f von Punkten x^j 3^^- - - in Bezug auf einen derselben, zum Beispiel 

^— f (n. 436 ff.). Aus diesen Begriffen werden nun theils die allge- 
meinen Gesetze der Mechanik, theils besondere Gesetze, namentlich die 
der Ebbe und Flut abgeleitet. 

Ist nämlich x die Strecke, die von einem willkürlichen, aber festen 
Punkte nach dem sich bewegenden gezogen ist, und die also diesen 
Punkt selbst zur Darstellung bringt, und wird der vollständige Diffe- 
rentialquotient nach der Zeit mit d bezeichnet, so stellt 8x die Ge- 
schwindigkeit, ö^x die Beschleunigung des Punktes x ihrer Grösse und 
Bichtui^ nach dar. Ist nun p die Kraft oder die geometrische Summe 
der Kräfte, die auf den Punkt x, dessen Masse als 1 gesetzt wird, 
wirken, so erhalt man 

(1) 6^x = p (Bewegung des einzelnen Punktes). 
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Hat man einen Verein Ton Punkten, deren Massen, ohne der Allge- 
meinheit zu schaden, 1 gesetzt werden können, so hat man in f Bezng 68 
auf den Verein äussere und innere (zwischen den Punkten des Vereins 
wirkende) Kräfte zu unterscheiden. Die geometrische Summe der inneren 
Kräfte (das heisst die Summe der als Strecken gedachten Kräfte dieser 
Art) ist Null. Besteht nun der Verein aus m solchen Punkten, so dass 
also m die Masse des Vereins ist, so hat man nach dem Obigen die m 
Gleichungen d^x^ =i>i, • • •, ä^x^ "^Pm- Stellt nun s den Schwerpunkt 
des Vereins dar, das heisst ist arj + • • • + a?^ = ms, so erhalt man 
durch Addition jener m Gleichungen unmittelbar 

(2) mä^$ = p (Bewegui^ des Schwerpunktes), 

wo p die geometrische Summe der äusseren Kräfte ist. Setzen wir 
nun in obigen m Gleichxmgen ^i = s + yi, • • •; ^m = ^ + Vi» ^^^ ^***'* 
Ö^s den gefundenen Werth pim, so erhalten wir 

(3) s*y,^p,-^p,...,d*x^~p„-l^p 
(Bewegung in Bezug auf den Schwerpunkt). 

Multiplicirt man die Gleichung (1) äusserlich mit rc, also [xS^x'\=[xp], 
so kann man statt [xd^x'\ auch d[xdx'] schreiben, weil \dx . dx] nach 
den Gesetzen der äusseren Multiplikation Null ist, und wendet man 
dies auf die m Gleichungen des Vereins an und addirt, so erhalt man 

(4) d2][xdx] = £[xp] 
(Flächenbewegung in Bezug auf einen festen Punkt). 

Auch hierbei heben sich die inneren EünLfte weg. 

Multiplicirt man ebenso die Gleichungen (3) äusserlich mit 
yi7" ' Vm ^"^^ addirt, so heben sich, da y^ -j + y« ^^"^^ dem Be- 
griff des Schwerpunktes Null ist, die negativen Glieder fort und es wird 

(5) 8S[ydy]==£[yp] 
(Flächenbewegung in Bezug auf den Schwerpunkt). 

Die Gleichung (1) innerlich mit dx multiplicirt, giebt zunächst 
[d^x I dx] = [p I Sx]] aber es ist [d^x \ dx] = \d[dx \ dx] und wendet 
man dies auf die m Gleichungen des Vereins an und addirt, so er- 
hält man 

d£\[dx \ dx] = 2[p \ dx] (Arbeitsgleichung). 

Ich habe gezeigt, dass die einfache Ejrafb p^, mit der ein Punkt 
X, auf einen andern x^ wirkt, eine Funktion f(r) der gegenseitigen 
Entfernung r der beiden Punkte sei und in der Richtung x^ — oc^ 
liege, ferner dass, wenn U^^ das Integral von fr . dr ist, dann 

j»,i = g — üi,, und jpi2 = g— ZJjj sei. U^^ heisst das Potential zwi- 
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sehen den Punkten x^ und rr,. Ist nun V die Summe aller Potentiale 
64 zwischen je zwei f Punkten des Vereins, also das vollständige innere 
Potential^ und ist U das gesammte äussere Potential^ das heisst die 
Summe der Potentiale zwischen je einem äusseren und inneren Punkte, 
so verwandelt sich die Gleichung (6) in 

(7) ^£[dx\ dx] = r +/2'[Ä ^ I *^] (Potentialgleichung). 

Die Art; wie sodann die Beschränkungen in der Bewegung eines 
Vereins auf Potentiale zurückgeführt werden, ist von der gewöhnlichen 
Darstellung nicht wesentlich verschieden. Dagegen ist ganz neu der 
Begriff der mittleren Int^ration der Bewegungsgleichungen und seine 
Anwendung auf die Theorie der Ebbe und Flut. 

Mittlere Integration der Bewegungsgleichungen nenne ich diejenige^ 
bei welcher die Beweglichkeit des Vereins am geringsten ist, und die 
so hervorgehende Bewegui^ nenne ich mittlere Bewegung. Bei der 
Theorie der Ebbe und Flut wird nun diese letztere gesucht. 

um die Resultate einfach aussprechen zu können, habe ich 
den Begriff des elliptischen Gliedes aufgestellt. Ich nenne nämlich 
a cos o:;^ -f* ^ b^. xt, wo a und b beliebige Strecken, x eine beliebige 
Zahl und t die Zeit ist, ein elliptisches Glied mit dem Zeiger x. Es 
stellt nämlich dies Glied eine Strecke dar, die an einen festen Punkt 
Punkt gelegt; eine Ellipse in der Zeit 2x:x nach einem sehr ein- 
fachen Gesetz durchläuft. 

Es ergeben sich dann folgende zwei Sätze: 

„Wenn die Bewegung eines Vereins von Punkten durch lineare 
Differentialgleichungen dargestellt wird, so entsprechen bei der mittleren 
Bewegung den elliptischen Gliedern, welche in dem Ausdruck der Kraft 
vorkommen, elliptische Glieder von denselben Zeigern in allen Strecken, 
welche von einem festen Punkt nach den beweglichen Punkten gezogen 
sind, und zwar sind die Koefficienten dieser Glieder durch die gegebenen 
Gleichungen vollkommen bestimmt.^' 

Für die Theorie der Ebbe und Flut lautet der Satz: 

„Die Bewegung, welche jeder Punkt des Meeres bei der Ebbe und 
Flut vollendet, ergiebt sich in erster Ammherung als Interferenz von 
vier elliptischen Bewegungen, von denen zwei dieselbe ümlaufszeit 
haben, wie die scheinbare Umlaufszeit der Sonne und des Mondes be- 
trägt und die zwei anderen eine halb so grosse ümlaufszeif 

Stettin. H. Grassmann. 
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Ans dem NacUass. 

m. 

Drehungen nm einen Pnnkt 

(Nenbearbeitet 1877.) 

§ 1. Wenn a^ b, c Strecken yon der Lange Eins sind; a eine Zahl; 
80 drückt a^ die Drehnng um die Aze a ans mit dem Winkel a, so 
dass also, wenn 

xa"* = x^ 

ist, x^ die Strecke bedeutet, welche mit a denselben Winkel bildet 
wie die Strecke x und durch Drehung um a mit dem Drehungswinkel 
a hervorgeht; das Zeichen sei dabei so gewählt, dass [aa;a;i] positiv 
ist, wenn sin a > ist 

§ 2. Die "Vyuikelgrösse ^hc wird einer andern solchen <^ de 
dann und nur dann gleichgesetzt, wenn j^, c, d, e in einer Ebene liegen 
und -^hc mit <^ de der absoluten Grösse und dem Zeichen nach gleich 
isty und es bedeutet 

X"^hc 

die Strecke x^ in welche die Strecke x übergeht, wenn das feste System 
dem X angehört, um eine zur Ebene hc senkrechte Aze sich so dreht, 
dass & in c übergeht Unmittelbar hieraus folgen die Gleichungen 

§ 3. aa^" = a, 

§ 4. a^+z* = o« . 0/^, 

§ 6. a»'' = 1, 

§ 6. xa^ «= — X wenn a; J. a, 

§ 7. xa"" = y, 

wenn x und y gleichlang und der Winkel zwischen beiden doppelt so 
gross ist, wie zwischen x und a, also <^ a:a = ^ ay, <^ a;y — ^ 2ira 
oder y = rc . ^ 2xa (nach § 2) ist. 

{ Bei dem Produkte xa^}fi€f - - - wird angenommen, dass man von 
Unks nach rechts operire, dass also auf die Strecke x zuerst die 
Drehung a", dann auf die so entstehende Strecke die Drehung &^, • • • 
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76 ni. Drehungen um einen Ponkt. Nachlass. 

angewandt werde. Dabei seien bei der Drehung um a die Strecken 
6, c, • • -, bei der um b die c, • • • jeweils im Räume fest}*) 
§ 8. Hauptsatz. Es ist 

a*6* = ^ 2ab, 

das beisst a'^l^ stellt die Drehung um die Winkelgrösse ^2ab dar. 
Beweis: Es sei c senkrecht gegen a und b, so ist (nach § 6) 

ca" = — c, 
also 

das heisst c ist die Drehaxe. Femer ist (nach § 3) aa'' = a, also 
(nach § 7) 

das heisst a geht in die um den Winkel 2 ab abweichende Grösse über. 
§ 9. Zusatz. Ist c senkrecht gegen a und b und a der Winkel 
von a zu &; so ist 

§ 10. Hauptsatz fär die Zusammensetzung der Drehungen. 

^ 2a6 • ^ 26c =» ^ 2ac. 

Beweis. Es ist (nach § 8) 

^ 2ab = a«6*, 
also 

^ 2a6 . ^ 26c = a''6* • 6*0* = a*6**c* 

(nach § 4), oder (nach § 5 und 8) 

= a*c* = ^ 2ac. 
§ 11. Wenn x gegen a senkrecht ist; so ist 
xa^ == a; cos a + | [ax] sin a. 

Beweis. Denn es sei xa^ = y, so sollte [axy] positiv sein^ wenn 
sin a positiy ist. { Dies ist der Fall^ denn die Formel giebt 
[axy] = [ax \ ax] sin a, 

was mit sin a gleiches Zeichen hat j . Ist nun a; »s Ac^ wo A eine Zahl ist 
und c die Länge Eins hat^ so ist xa^ ^=X(f. Aber ca^ drückt die Drehung 
in der g^en a senkrechten Ebene aus; es sei c^ senkrecht gegen a 
und c, mit beiden gleichlang und so gewählt, dass es durch eine positive 

Drehung um y aus c hervorgeht, so ist, wenn [aee^'] = 1 gesetzt wird, 

ca" = c cos a + ^1 sin «. 



•) A. d. H. 
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m. Drehnngen am einen Punkt. NachlaBs. 77 

Aber es ist q = | [ac], daher 

ca" — c cos a + | [ac] sin a. 

Dies mit A multiplicirt giebt die obige Oleicbung. 

§ 12. Allgemein bat man, wenn x beliebig gegen a liegt^ 

xa' = [a I a;] a(l — cos a) + ^ co» « + I [öa;] sin a. 

Diese Oleicbung giebt die Zurückftibmng der Drehung auf die Summe 
Ton Strecken. 

Beweis. Es ist stets 

a: = [a I a?] a + (a; — [a I a?] a). 

Hier ist der zweite Theil senkrecht gegen a, weil sein inneres Produkt 
mit a gleich Null ist; also erhält man (nach § 3 und § 11) 

ara" = [a | a;] a + (a: — [a | a:] a) cos a + I [<*^] sin a, 

was zu beweisen war. 
§ 13. Es ist 



ara — ax 



Beweis. Die linke Seite ist (nach § 12) 

j^ = [a I a;] a sin a — a; sin a + | [az] cos a = | [a • xa^]. 

§ 14. Die Formel 

X ^ a^da = ([a | a;] c?a + [da | x]a) (1 — cos a) + | [da • a;] sin a 

folgt unmittelbar, wenn man (12) nach a differenzürt. Wenn a sich um 
da ändert, so muss da senkrecht gegen a sein, weil a -f~ ^^ die Länge 
Eins haben soll, also (a -f- day = a', [a | da'] =» sein muss. 
§ 15. Man kann setzen 

x^a^da= I [qy], 

wo 

q = I [ada] — ( | lada'])a'' 

die instantane Drehaze und y =^ xa" ist. 

Beweis. Es seien e^y e^, e^ drei aufeinander senkrechte Strecken 
von der Länge Eins {so dass | [e^e^] =« e^ ist} und es werde 

gesetzt, so muss sein, wenn das partielle Differential nach a durch d 
angedeutet wird, { falls der Ansatz dy = \ [qy] richtig ist} 
da^ = I [ga,], da^ = | [go,], da^ = | [qa^]. 
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78 ni. Drehungen um einen Punkt. Nachlasfl. 

Also 

Da aber 

Kaj I aattj] = 0, [a^a^ \ a^a^] = 1 
ist^ so folgt 

Ebenso wird 

{Dagegen wird 

[ajOjdaj] = — «8, [a3aidag] = 0.} 

Um nun diese Ausdrücke möglichst einfach zu gestalten, wählen wir 
6^=^ a, e^ parallel mit da, nämlich da =» ye^, wo y eine Zahl. Dann 
wird (nach § 11) 

a^ =^ e^ coB a -}- e^ sin a, 

a, SB 6^ cos a — 6^ sin a. 
Ferner (nach § 14) 



y 



— do^ — — ci • da" = ^ (1 — cos a) — ^ sin «, 
lda, = ei(l -cos«), 
da^ = e^ sin «. 



y 

y 
Daraus folgt 

— ffi = [Ci • (c^ cos a + ^ süi «) • ^ (1 — cos «)] s= 0, 
y ft = [^ ^ «1 sin a] = sin a, 

— gj = [c^ Cj e^ (1 — cos a)] = cos a — 1 ; 
also 

y g = Oj sin a + a5(cos « — 1) = ^3 — e^a« = I [e^e^] — ( | [eie,])a«, 
2 = I [^ • y^] - ( I [^ • yc,])a« = I [ada] - ( | [ada])a«.*) 

*) Um die Richtigkeit zu bestätigen berechne man mit 
g = (1 — cofl a) I [add] -f sin a • da 
I by] « (1 — coB ay [a I a;] [ada | o] + cos « (1 — co8 «) [ada \ x] 
— sin a (1 — cos a) [a \ x] \ [ada] — sin a cos a [ | o; • | da] 
+ (1 — cos a) sin a [ada • ax] + sin*« [ | da • ax], 
«^ber nach 91, Nr. 180 und 181 folgt, weü [a \ da] ^ 0, 
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m. Drehungen um einen Pnnkt. Nachlass 


§ 16. 


Wenn 


und 

ist^ so ist 


xa"^ = y 
q = ada+\ \ada\ — ( | \ada\)a'' 



79 



dy = I [gy]. 

Dieser Satz fasst (§ 13) und (§ 15) zusammen; g heisst die instantane 
Drehung. 

Anm. Es ist a^ nur definirt sofern a die Länge Eins hat. Dagegen wird 
{n(£f noch zu definiren sein. Die Definition muss so sein, dass sie filr die Ebene 

stmimt. Dann empfiehlt sich unter a^ die Drehung um den Winkel a~- zu ver- 

stehen. In diesem Falle wird a nur eine Vertretung von % = }/ — 1 und es wird 
dann {nif »= n't^, also allgemein n^a^. Doch wegen des Differentiales wird 
man bei der alten Auffassung bleiben und a in a" als eine Vertretung des 

« s cos 1 + i sin 1 «= e* 

setzen kOnnen. Ja es wäre zweckmässig e statt a als Symbol einzuf&hren und 
die verschiedenen Axen durch Indices zu unterscheiden. 

§ 17. Wenn A ein Linientheil von der Länge Eins, x ein Punkt, 
a ein Winkel ist, so bedeutet 

xA" 

die Drehung um die Axe A mit dem Winkel Uy so dass also, wenn 

Xjo. — *~ x* 

ist, x^ den Punkt bedeutet, der aus x hervorgeht, wenn das starre 
System {Xy A) um A sich dreht und dabei den Winkel a beschreibt. 

§ 18. Wenn a unendlich klein ist, so ist 
xA'^ = a: + ^ I [p^^y 
wo I \xÄ\ die Strecke bedeutet, welche die Er^Lnzung des Ausdehnungs- 
werthes von \xÄ\ ist.*) 

§ 19. Wenn a unendlich klein ist und p eine Strecke, so ist 



\ada \ x\ = \a \ x]da — \x \ da\ a, [ada | a] = [a | a] da == da^ 
\ax I dd\ — — [05 I dd\ a, 
[a I a] [da • x] — [a\x'] [da - (i\ = [a - da x\ a\ = [a - da - x]\a. 
Nimmt man in der letzten Formel die Ergänzungen, so kommt 

[ada • ax\ «= a [a • (f a • a:] ■= [a | a] | [da • x"] — [ä | «] | [da • o]. 

Setzt man diese Werfche ein und reducirt, so ergiebt sich die Formel im Beginn 
der Nr. 16. (A. d. H.) 

*) Ist il = a&, wo a und h Punkte, so soll | [ac^i] = | [(a — «) (6 — x)\ sein. 
(A. d. H.) 
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80 ni. Drehongen um einen Pnnkt. NacUass. 

Beweis. Sei j) = i; — y, wo x und y einÜMshe Punkte, so ist 
pÄ''^(x-y)A'' 

= x + tt\ [xÄ] — y — a\ [yÄ] 
= x — y-\-a\ [(x — y)Ä]. 

% 20. Wenn a und ß unendlich klein sind, so ist 
xA'JB? = x + a\ [xÄ\ + ß I [xB] 

= a;+ \[x8], 
wenn num 

S = aA-{-ßB 
setzt. 

Beweis. Es ist 

xÄ'Bfi = (« + a I [xÄ]) Jö» = »B* + «( I [xÄ\)B> 

= x + ß\[xB]-\-u\[xÄ] + aß\[\[xA].Bl 

WO das letzte Glied Ton höherer Ordnung ist^ also wegfallt. 

§ 21. Wenn a: in a? + | [xS] übergeht, so nennen wir S das 
Yerschiebungssystem und \[xS] die Verschiebung des Punktes x. 

§ 22. Bei unendlich kleinen Axendrehungen summiren sich (nach 
§ 20), die Verschiebungssysteme und jede unendlich kleine Bewegung 
lasst sich als Verschiebung darstellen, also aus unendlich kleinen Rota- 
tionen um zwei Azen zusammensetzen. 

§ 23. Jede Linie, die mit dem Verschiebungssystem äusserlich 
multiplicirt Null giebt, verschiebt sich senkrecht zu sich selbst. 

Beweis. Es sei xy die Linie, also [xyS'] ^ 0; dann ist | [xS] 
die Verschiebung von X] aber dann ist y — x auf dieser Verschiebung 
senkrecht. Denn es ist 

[(y -x)\\ lxS-\] - [(y - x)xS] = \i,xS] = 0.*) 

§ 24. Die Verschiebung der Linie xp, wo x ein Punkt und p 
eine Strecke, in ihrer eigenen Richtung, ist 

^lpxS]'p, 

oder wenn p die Länge Eins hat, 

= |>a;/S]-jp. 

*) Hier ist ||[a;5] nicht ssz[x8], sondern, wenn iS^=aa&4~^^^i ii^t, ist 
II [xS] ^a[{a — x) {b — x)] + ß^a^ — x) (fti — x)]. Weil aber bei dem Produkte 
[y — x) i xS] die Bechnong mit Strecken angewandt wird (9[, § 830 ff.), ist 
[(jf — x) {a — x) (p ^ x)] eine Zahl und zwar «= [y«a6], wenn hiebei die Pnnkt- 
rechnnng benutzt wird. Aehnlich ist [(y — j;) (Oi — x) (p^ — a?)] = [y aTOj 6j] und daher 
I(y - a?) 1 [xS]] ^a\yxab] + ß[yxa,b,] = [yxS]. 
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IV. Bewegang auf fester Fläche. Nachlass. 81 

Beweis. Es sei | [xS'\ = aj? + gr, wo a eine ZaM und [p | ff] = 
ist Also p YorgefQgt^ das heisst p mit der Er^bizung multiplicirt^ 

woraus die obigen Resultate folgen. 

IV. 
Bewegung eines anf einer festen Fläche gleitenden festen KOrpers. 

§ 1. Wenn die Strecke x aus den drei Gleichungen*) 
lx\a] = a, [a? I 6] = ß, [a? | c] = y, 

in welchen a, b, c Strecken; a, ß, y Zahlen bezeichnen, zu bestimmen 
isty so kann man setzen 

miter Xj fi, v Zahlen Terstanden. Dann ergiebt sich 

a = A[a6c], /J = f*[a6c], y==v[a6c], 
sodass 

« I [&c] + P I [ca] + y I [a6] 

wird, wenn \abc\ »4= ist. 

§ 2. Drei Punkte x^ y, e seien fest yerbunden und ihre virtuellen 
Verrückungen Sx^ Sy^ Sz an drei Gldichungen 

[>l*^] = 0, [gl*t/] = 0, \r\SB\ = 

geknüpft, wie sie sich ergeben würden, wenn die drei Punkte auf ge- 
gebene Flächen gebannt wären. Wegen der festen Verbindung ist 
{s — x)^ und {js — yy constant, daher 

i{B-x)\{S0-8x)']^O, i{^-y)\iSB-8y)\~0. 
Es muss also, wenn 

y — isf = a?', — x = y', x — y = 0' 
gesetzt werden, öjs die Gleichungen erfüllen 

[r|d^] = 0, \jf'\d0] = [i,'\dxl [x'\d0'] = [x'\8yl 
Nach dem in § 1 gefundenen Resultat ergiebt sich folglich 

Um dy zu bestimmen hat man die Gleichungen 
[2l*y] = 0, [g'\dy] = [z'\dx]. 

^ Der geBammte Text ist yom Heraasgeber; im MS. ist die Folge der 
Fonneln eine andere. 

Oraetmann, Werke. IL 8. 6 
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82 ^- Einige SchwerpnnktsbestimmaDgen. Nachlass. 

Nimmt man dazu noch die Gleichung 

[c I dy] = dv, 
wo die Strecke c und die Zahl dt; ganz willkürlich sind^ so folgt 

V. 
Einige Schwerpunktsbestimmungen. 

§ 1. Der Schwerpunkt s des ebenen Vierecks abcd (Pig. 8) 
ergiebt sich, wenn man die Dii^onale ac zieht, 
durch die Formel 
3sF= (a + 6 + c) (a6c) + (a + c + d) (cda), 

{wo (abc), (cda), V die Inhalte der Dreiecke 
abc, cda und des Vierecks bezeichnen. Die rechte 
Seite ist} 

= (a + 6 + c + d)V—\d{abc) + b{cda)l 

Die letzte Summe stellt einen vielfachen Punkt 
Yor, der m bd, also {der Symmetrie wegen} auch 
in ac, also in dem Durchschnittspunkt beider 
liegt und =» eF ist. Somit findet sich 

3sF =- (a + 6 + c + d - c)F, 

35 = a + & + ^ + ^ — ^• 
§ 2. Anderer Beweis. Es ist 
3sF= {a + b + e) (abe) + {b + c + e) (bce) + (c + d + «) (cde) 

•^(d + a + e) \ded) 
= a(dab) + b{adc) + cfftcd) + d(cda) + aF 
und so weiter. Giebt eine Reihe von Beziehungen**). 

§ 3. Der Schwerpunkt einer sphärischen Figur {vom In- 
Inhalte } 9> liegt auf dem Endpunkt einer Strecke r, die auf der geome- 
trischen Summe F dieser Figur senkrecht steht und sich zum Radius 
Q der Kugel verhalt wie jene Summe zum Inhalt jener Figur, das heisst 

r:Q = F:g> 

oder genauer 

ipr = \ qF = Q \ F. 

*) dx bleibt willkürlich; die virtaellen YerBcliiebimgen eines vierten mit 
x^ y, z fest verbundenen Punktes könnte man nnn leicht finden. Die Bewegongs- 
gleichnngen des MS. werden hier nicht abgedruckt, weil sie nicht richtig sind. 
(A. d. H.) 

**) Im MS. ist dies nicht weiter ausgeführt. (A. d. H.) 
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VI. Die Statik nach Lagrange. NachlasB. 83 

Beweis. Dies gilt 1) wenn die sphärische Figar unendlich klein; 
denn dann ist dem numerischen Werth nach g> = F, r =^ q und der 
Richtung nach r senkrecht auf F. 

2) Hat man nun mehrere solche Elemente der Kugel; die durch 
die Indices 1, 2, • • • markirt sind, { sind q>^, Vif' " die Inhalte, r^, r^, • • • 
die Trager der Schwerpunkte, JP^, jF,, • • • die Flachenelemente nach 
Grosse und Richtung} und ist 

r der TiBger des Schwerpunktes, so ist 

9i^i = 1 QF^f 

%^2= I QF^ 



Aber 
somit 



9in + %^j H — = (vi + % H — )^ = v^f 

^r~\Q{F^ + F^ + ^-:)^\QF. q.e. d. 



VI. 
Darstellug der Statik nach Lagrange.'*') 

§ 1. Wenn P^, ^tj " * die als Strecken gedachten Kräfte und 
Piy Pif ' ' ' ^^ Angriffspunkte, Sp^, dj},, • • • die unendlich kleinen 
Wege sind, welche die Angriffspunkte yermöge einer Bewegung des 
Vereins durchlaufen, so ist die Gleichung des Gleichgewichts 

£[P, I dPJ - 0. 

§ 2. Gleichgewicht von Kräften, die an einem Punkt- 
system wirken, das sich um eine Axe frei drehen kann. 

Es sei C die Drehungsaxe {von der Länge Eins}, ein Punkt in 
ihr, g, sei der Ursprung der Träger, abo Pj^ — g die Träger, jer^ die 
senkrechte Projection dieses Trägers auf die Drehtmgsaxe und q^ die 
auf die Drehungsebene {das heisst eine zu C senkrechte Ebene }^ also 

Es sei**) 

wo « — 6^, und zwar 6q = 0, abo q^ = r^^. Nun habe der Verein 
die Freiheit sich um diese Axe zu drehen, so müssen die Bedingungs- 

*) Ans dem MS., das diesea Titel fährt, wird hier nur abgedruckt, was nicht 
■chon anderweitig sich findet Für das Princip der virtuellen Geschwindigkeiten 
ygl. Seite 69. (A. d. H.) 

•♦) Vgl. hierzu Seite 76 ff. 

6* 
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84 VI. Die Statik nach Lagrange. Nachlass. 

gleichungen Yon <p unabhängig sein^ abo 8q) selbst willkürlich, sein 
Gesammtkoefficient in der allgemeinen Gleichung des Gleichgewichts 
Null sein. Nun ist, wenn nur q) als veränderlich betrachtet wird, 

wo ^9> die Richtung um 90^ in der Schwenkungsebene ändert; also 
hat man 

2;[P,U,<j,,]-o. 

Nun sei P^ die Projection von Pj^ auf die Schwenkungsebene, so hat man 

Z[Ä|?t*9.] = 0*), 
oder da die inneren Produkte innerhalb derselben Ebene proportional 
sind den äusseren, deren zweite Faktoren senkrecht sind gegen die des 
inneren Produkts und ihnen gleich, so hat man 

Diese Gleichung findet aber dann und nur dann statt, wenn zugleich 
das Produkt mit der Drehungsaxe Null ist; dann können wir aber 
statt der Projectionen die Grossen selbst setzen und schliesslich p^ 
statt pj^ — g, also 

oder 

Sin^C] = [C-S77J = 0, 

wenn IIj^ =» p^P^ die Kraft als Liniengrosse bezeichnet. Hiebei ist 
noch zu bemerken, dass, wenn wir innere Kräfte des Vereins solche 
nennen, welche zwischen zwei Punkten des Vereins in ihrer Verbin- 
dungslinie wirken und einander entgegengesetzt gleich sind, alle anderen 
äussere, sich in dieser Gleichung die inneren Kräfte aufheben. 

§ 3. Gleichgewicht eines Vereins yon Punkten, die an 
einem linearen Systeme haften und yon denen je zwei auf- 
einanderfolgende constante Entfernungen haben. 

Die Punkte seien p^, Pi, - - - p^+i- Die Bedingung der constanten 
Entfernung giebt 

wo Z*^ gegeben ist (von ä; = an bis X; = n). Dies giebt differentiirt 

[0*+i - P*) I (*Ä+i - 9p^ - 0. 
Somit hat man als Gleichung des Gleichgewichts 

^Pk 1 iPk\ + A»[(Pi^.i -i>t) I («Jä+1 - *j)^]) - 0, 

*) \qj,d<p ist eine durch die Axe C gehende FUlche, die »[s.C]^9 gesetzt 
werden kturn, deren Plrodnkt mit einer zn C parallelen Strecke verschwindet. 
Daher ist 
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VI. Die Sfcatik nach Lagrang^. Nachlass. 85 

oder, alles auf dp^ gebracht, wenn man bemerkt, dass A^ nur zwischen 
i ^ und i = n geltenden Werth hat, 

-S[(P, + A,.,0, - A.,) - X,(j>,^, - j>^) I dp,] = Ö. 
Dies liefert die n -f- 2 Gleichungen 

Pk + Vi(l>* — Ä-i) — AäCPä+i -Pk) — 0. 
Summirt man bis zum Zeiger m, so folgt 

m 

und durch Multiplikation 

[(2'^t)CP«+i-l'o)]=0. 

§ 4. Gleichgewicht von Punkten, deren Entfernungen 
durchaus constant sind. 

Es seien drei Punkte angenonmien Piy p^y Pi iiiit den Bedingungen 

(jp,-p,y-r, (p,-Pi)'-9'> (Pi-A)'-*», 

so hat man 
[Pt I iPil + [P, I *A] + [P, I «Al + A[(ft -1),) I («Ja - *A)] 

+ ;*[(p« -a) I (*!)« - «a)] + vLCft -a) 1 («A - *a)] = 0. 

Also 

Pi v(jh —Pt) + f»(l>j — a) -> 0, 

-Pj = - A(a -i>,) + v(i>i -a) = 0, 

Ps f»(P« - A) + ^(A - A) = 0- 

Durch Multiplikation mit bezw. Pi,p^, p^ erhält man 

[■Pi A] = - v{piPi'\ + ft[p,A], 
[P»A] = - ■*[AA] + v[aa]> 

[■PsA] f*l>»A] + ^[AA]» 

also durch Addition 

[AA] + [P,A] + [i'.A]=-0 
{welche Gleichung einen bekannten Satz ausspricht}. 

§ 5. Gleichgewicht eines biegsamen unausdehnbaren 
Fadens. 

Der veränderliche Punkt p stelle jeden Punkt des Fadens, dm die 
Masse eines unendlich kleinen Theilchens dar. Die ünausdehnbarkeit 
des Fadens giebt dp^ constant, also 

\dp I ödp] = 
und man hat 

/[P I 8p]dm +JX\dp I ddp] = 
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86 VI. Die Statik nach Lagrange. Nachlass. 

{wobei P die auf die Masseneinheit wirkende Kraft ist}. Nun ist aber 
fX[dp I ddp] ^fx[dp 1 ddp] = {k[dp 1 Sp\)'^-fid{Xdp) I Sp\ 

{wo { }^ die Differenz der für die Endpunkte p^ und p^ geltenden 
Werthe vorstellt}. Somit ist die Gleichung des Oleichgewichts 

J\iPdm - diXdp)) I dp] + [[kdp I dp)l - 0. 
Dies giebt für alle inneren Punkte 

[Fdm'=d{Xdp), 
Xdp = D -i-fPdm, 
wo D eine willkürliche, constante Strecke ist. Daraus folgt weiter 

(b) [(D-^fPdm)dp]^0. 

Soll der Faden auf einer Oberfläche sich bew^en, deren Differential- 
gleichung 

[q\dp]^0 

ist, so kommt noch hinzu in (a) (i^q, sodass 

(c) Pdm — d(Xdp) + fig = 

oder 

[q(Pdm - d(Xdp))] == 

ist. fiq ist der Druck senkrecht gegen die Oberfläche. 

Sind nur an den Enden Gewichte angebracht, abo P »= 0, so folgt 
aus (c), { weil [dp | g] == sein muss } , 

[dp\d(Xdp)] = 0, 
dkdp^ + l[dp I d^p] = 0. 
Da dp^ constant ist, so ist also auch dfA »» 0, X constant, das heisst 
die Spannung. Femer hat man an den Gfrenzen 

P' -Xdp +ii'q' ^0, 
Mit dp'' und dp' multiplicirt, erhält man 

[P" I dp"] Xdp"', [P' I dp'] = Xdp'l 

Femer ist { in jedem Punkt des Fadens nach (c) } 

fiq == Xd^p. 
Der Krümmungshalbmesser ist aber in diesem Falle 






*) Im Nenner ist die Länge von d*p zu nehmen. In einer ErOrtenmg über 
das Gleichgewicht eines elastischen Fadens nach Lagrange, M^c. Anal. (Bd. U 
Seite 162 der Gesammtansgabe) findet sich die folgende Ableitong der Formel fiir q. 
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§ 6. Gleichgewicht eines festen Körpers, dessen Theile 
alle von Kräften gezogen werden. 

Am leichtesten gelangt man zu dem gewünschten Resultate von 
dem Satze aus, dass jede Veränderung in der Lage eines sich con- 
gruent bleibenden Systems, wenn ein Punkt p^ fest ist, sich durch eine 
Schwenkung, abo die unendlich kleine Aenderung sich in der Form 

*0p — -Po) = I [iP —Po) ^^l 
wenn 8x eine unendliche kleine Strecke der Drehungsaxe ist, aus- 
drücken Uksst. {Dies ist 

= [|(i'-i'o)-l*«]; 

es ist aber | 8x = 8M], wo M eine constante FBche ist, die der 
Drehungsebene angehört {Also ist 

\Sp'^\Sp, + [(p-p,)\dM]. 

Das Princip der virtuellen Geschwindigkeiten giebt dann 

£[P I *!>•] + S[P{p -Po) I dM] =- 0.} 

Da dp^ und dM constant sind in Bezug auf die Summe, so kann 
man diese Gleichung auch 

l£P I dp,] + i(SP(p -p,)) I *J!f] = 
schreiben. 

Ist der Körper frei, so hat man, {weil dp^ und ^Jlf willkürlich} 

2;p = o, i:[P(p-p,)] = i:[Pp] = o. 

Ist a ein fester Punkt des Körpers, so hat man da »s 0, also 



Seien p^p + dp^ p + dp -\' d^p drei unendlich benachbarte Punkte Ä^ B^ C 
einer Banmcnrve, so ist der unendlich kleine Winkel e, den AB mit BC macht, 
geseben durch 

AB BCBine^ [dp{dp + d^p)] — [dp • iJ«jp], 

{genauer durch den Zahlenwerth der rechten Seite}. Sind also AB und BC 
gleich lang, so wird 

[dp ■ d'p] 
^ " dp^ 

Ans AB =^ BC folgt aber [dp \ d^p] » 0, dp und d*p sind also senkrecht asn 
einander {und es -wird der Zahlenwerth von [dp • d^p] gleich dem Produkt der 
Längen der beiden Strecken } , sodass 

^ "" dp* 
folgt. Ist Q der Erümmungsrabius, so ist ^'e' =» dp\ daher 

dp* 
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88 yn. statisches Schwimmen. Nachlass. 

= da =- I dj>o + [(a -p,) I SM], 

\dp =[<ip -a)\SJir\. 
Di^s in die Grundgleichong substituirt giebt 

2:[P I dp] = [£lP{p — a)] I ÖM] = 
{also weil dM willkürlich} 

S[P(p - a)] = 
und durch Multiplikation mit a 

2[Ppa] = 0. 
Sind zwei Punkte fest a und b, so bat man noch 

[(a — 6) I dM] = 0. 

Dies giebt a — b senkrecht gegen dM und die obige Formel giebt 
2J[P(p — a)] senkrecht gegen dM, also beide parallel; das heisst 

Z[P(j> - a) (6 — a)] = 
und durch Multiplikation mit a 

ZiPpab] = 0. 

vn. 

Statiselies Schwimmen. 

§ 1. Es sei 8 (Kg. 9) der Schwerpunkt des Körpers, T (Trage- 
punkt) der des verdrängten Wassers. Femer sei ST mit t bezeichnet 
und p sei eine Strecke senkrecht auf der Schwimmflache in der Rich- 
tung von der Schwimmfläche nach dem Wasser zu. So ist Gleich- 
Fig. 9. gewicht, wenn QpO = 0; sonst dreht sich der Korper 

von p nach i zu. Ist G das Gewicht des Körpers, 
so ist das Drehmoment 

{wo das p im Nenner die Länge der Strecke p be- 
zeichnen soll}. 

§ 2. Das Gleichgewicht ist sicher, wenn bei sehr 
kleiner Drehung, durch die t in t' tibergeht, [pf^ diese Drehung 
wieder zu verkleinern strebt. 

§ 3. Es sei ein horizontales Bechtspat {Prisma} betrachtet, dessen 
eine Kante horizontal liegt und dessen vertikaler {auf den Kanten 
senkrechter} Durchschnitt die Ebene der Zeichnung bildet, so ist klar, 
dass, wenn das specifische Gewicht s> j ist, dieselben Erscheinungen 
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eintreten, als wenn 8 um ebensoviel < y ist {nnr dass in diesem Fall 
eingetaucht ist, was im andern Fall frei war und umgekehrt}. Es 
kommt hier zuiuUshst auf den Schwerpunkt eines Trapezes an. Dieser 
liegt in der geraden Linie, welche die parallelen Seiten halbirt. Die 
Mitte dieser geraden Linie sei 0, die Strecke von nach der Mitte der 
längeren Seite jH. Die Strecke von (Fig. 10) nach der Mitte der einen 
nicht parallelen Seite ÄC sei |m. Das p^ ^^ 

Parallelogramm mit den Seiten m und n 
und dem Mittelpunkt werde konstruirt 
Aus dem Parallelogramm wird das Trapez 
durchZutritt zweier Dreicke und den Wegfall 
zweier anderer. Ist die Strecke m -f- rr die grössere, m — o; die klei- 
nere der Parallelseiten des Trapezes {nach Grösse und Richtung}, so 
verhalt sich jedes dieser vier Dreiecke zum Parallelogramm wie x:8m 
{wo natürlich die Zeichen x und m die Längen dieser Strecken be- 
deuten). Sind T^, 7,, T„ T^ die Schwerpunkte jener Dreiecke, so ist 
der {Schwerpunkt T des Trapezes} 

Hier ist 

2'i=0 + f + i(n + i«), 

T,«0-| + i(n-ia:), 
abo 



nnd 



T, + T,-T.-T,-.^ 



0-^- 



§ 4.**) Der vertikale Durchschnitt sei ein Rechteck, so sind 
Gleichgewichtslagen erstens die gerade und die Eckli^e. Für die 



*) In dievn vier Formeln ist x als Strecke so angenommen, dass der Eck- 
punkt C des Trapezes + ^ + -^ + -| ist. (A. d. H.) 

6 a i 

**) Grassmann untersucht im MS. zuerst das Quadrat und dann das Rechteck. 
Um Wiederholungen zu vermeiden, wird hier nur die letztere Betrachtung (mit 
einigen gebotenen Abweichungen vom MS.) abgedruckt. (A. d. H.) 



Digitized by 



Google 



90 Vn. statisches Schwimmen. Nachlass. 

anderen Lagen (s < y angenommen), ist zu untersuchen ob ein Dreieck 
oder ein Trapez eintaucht. 

Im ersten Fall sei S (Fig. 11) der Mittelpunkt, G die eintauchende 
Ecke, die nach C hinstrebenden Seiten {seien die Strecken} a und &, 
die Seiten des eintauchenden Dreiecks die Strecken xa und yb, so 
wird die {Strecke AB der} Schwimmlinie 

AB = xa — yh 



pig. 11. 




und 



p^ya + xhj 
a+& xa-\-yb 



ST=SC-^^^^ 




2 8 ' 

'-«(i-f)+Ki-T). 
M-|!'(i-f)-«(4-f)![»»]-(»-»)(-t--i)[«»n 

§ 5. Es tauche {yom Rechteck} ein Trapez ein mit der Seite a. 
Fig. 1». S®^ ^ 0^8- 12) die tiefe Ecke, DE die Linie, 

welche die Mitten der nicht parallelen Seiten 
yerbindet, also der Inhalt des Trapezes DE . a, 
somit nach dem Archimedischen Princip 
abs==^DE'a 

DE = bs, 

Die Mitte von DE sei 0, die Parallelseiten 6 (s + 6) ^^^ ^ (^ — i)y 
so ist nach Nr. 3 

Aber die Strecke n, die die Mitte von von FA mit der von BC ver- 
bindet, ist 

-a-ih, 

also 

Femer wird die Strecke AB der Schwimmlinie 

AB = a — 2ib, 

*) In dieser Formel lägst GrasBrnann den Faktor x — y fort; in Folge deasen 
ist die Diskussion unvollständig. Deswegen nnd weil die] Resultate bekannt sind 
(siehe zum Beispiel Jullien, Probl. d. m^c. rat. Bd. n. Seite S96 ff.) wird hier und 
im Folgenden das MS. nur bis zur Entwickelung von [pt] abgedruckt. (A. d. H.) 
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folglich 
ond 

vm. 

Bestimmug der Kraft zu einer gegebenen Bahn. 

§ 1. Aufgabe. Wenn ein Körper auf ebener Bahn um ein 
gegebenes Kraftcentrum sich bewegt, die Kraft zu finden. 

Es sei X der Körper, C das Kraftcentrum, A ii^end ein Punkt, 
der als Anfangspunkt der Strecken genommen wird, sodass X — Ä^^x^ 
C — A=^c gesetzt wird, und sei der Radiusvector Ton C aus r, also 
Ä = c + r, so ist 

dt* ~ dt* 

die Kraft, von der vorausgesetzt wird, dass sie die Richtung r hat. 
Dann ist 

d[rdr] — [rd^r] — 0, 

also \r ^ constant. Sei 

[rdr] = [rdx] — adt, 
so folgt 

d*x __ a*d*x 
dt* ~ [rdxy ' 

{Aber d'x ist der Pfeil des Bogens, dessen Sehne dx ist.} Daher ist 
die Kraft proportional dem Pfeil des Bogens dividirt durch das Quadrat 
des Flachenraums zwischen Bogen und Centrum. 
Nun sei f(x) die Gleichung der Bahn, so ist 

f(x) dx = 0, f(x) dH + f\x) dx"" — 0, 

{wo f{x)y f'{x) die Lückenausdrücke (vgl % Nr. 450, 461) und die 
Produkte wie in Sl, Nr. 353 ff. genommen sind. 

Da femer ^x gleiche Richtung mit r hat, so können wir setzen 
d^x »= Ar, wo k eine Zahl; dann liefert die Gleichung 

j _ _ r{x)dx* 

^— nx)r ' 

j, r(x)dx* 
d'x = — —j^-Ts ^3 

also) 

d*x ^r(x)dx* r 

dt* ~ " r{x)r ' [rdx]*' 

Bestimmt man nun zum Lückenausdruck f{x) eine Strecke (f(x)), 
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92 Vm. Begtimmung der Kraft zu der Bahn. Nachlass. 

80 dasB fOr jede Strecke p 

ist*), so folgt aus f{x)dx«=^Oy dass dx parallel {f{x)) ist. {Man 
kann also, unter fi eine Zahl verstanden, 

dx = fi(r(^)) 
setzen und findet damit} 

d'x_ . r(x)irix)y _r_ 
dt'— " r(x)r '[rif'ixW' 

{Oder, weil 

nx)r=-[rirx))-] 

ist), 

dt' " (r(x)rr ^^■ 

% 2. Insbesondere ist für Ellipse und Hyperbel 

[xh]* ± [xa]* =- [ab]*, 

wenn a und b grosse und kleine Halbaxe oder irgend zwei conjugirte 
Dorchmesser sind and der Ausgangsponkt der x der Mittelpunkt ist**). 
{Dann ist 

f(x) = 2 [xb] [Ib] ± 2 [xa] [la], 

wo 2 das Zeichen der Lficke ist, und) 

(f(x)) =- — 2 [«6] 6 + 2 [xa] a, 

r(x)-2{p6]«±pa]»}, 
daher 

rmn^)r = 2{[(r(^)) &? ± [(rw)«?} 

— 8 { [xaY ± [xby ][ahy = ±S [aby. 

Also wird die Kraft proportional mit TT^ppp- Auch können wir statt 
f(x)r seinen Werth 

2[[xb][rb]±[xa][ra]] 

schreiben. Ist also Ä der Lückenansdruck 

A = [bl] [bT] + [aq [oq, 
so ist die Kraft 

-r 1 [«^* 

Ist insbesondere rr = r, so wird der Nenner constant =» [^2^]^^ <la8 



•) Ist p =» x^e^ + a^ «i und f'(x)p =» x^A^ + o^ ^ , bo wird 

(n^)) = -^^+^e,. (A. d. H.) 

**) Sind die Zahlen x^ und oc^ so bestimmt, dass o; «= d^a -|- 3^,6, so ist für 
Ellipse oder Hyperbel a^'± a:^'= 1. Aber man hat dann 

[xa] =» — «, [ah], [xb] — a;, [ab]. (A. d. H.) 
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heiflst die elliptische Bahn mit dem Mittelpunkt als Eraftcentrum wird 
mit einer der Entfemnng proportionalen Gentripetalkraft durchlaufen. 
Ist x = r '{' €f [wo e die Strecke vom Mittelpunkt bis zum Brenn- 
punkty so folgt; weil e mit a parallel ist^ 

Axr = Ärr + Are = ± [ra^ + \rlf + [Je] \br\ 

Dies ist*) 

= a(a* — e>)(>, 
so dass die Kraft 

wird), also ihrer Grösse nach mit -j proportional. 

IX. 
Bewegung auf einer sieh gleielimSssig drehenden Cnrve. 

(Setzt man in den Gleichungen (8) § 4 auf Seite 58 

dx ^ dx ^ 

80 wird die Differentialgleichung der Bewegung 

dt* 



j^^p + kl + yLtn 



und folglich ist} 

[(fif-,)H-o. 

Es seien e^^e^ye^ die Grundmaasse, ^\f^%f ^s ^® Koordinaten des beweg- 

*) Sind f fi die beiden Strecken von den Brennpunkten nach einem Punkt 
der Ellipse oder Hyperbel, q und ^^ ihre Längen, so ist, für die ganze Ellipse 
und den einen Hyperbelast, 

^1 ± ^== 2a, r^ — r^ 2c, 
daher 

^1*- ^•- [(ri - r)] I (ri + r)] - 4a» ^ 4a^, 

[<^l(ri+r)] = 2a»T2a^, 
dies verbunden mit 

[e I (r, - f)] = 2e» 
liefert 

[e|r]«a»-««:Fa^. 

Es ist aber [« | r ] = [r | e] — ^ [r&], daher 

[5r] = - 1 (a« - e> T a^. 
Weiter ist 

2>'=±(a*-Oi [ra]"=j^[r|6]«, [rft]» + [r | 6]»- 6V. 

Führt man diese Werthe oben ein, so ergiebt sich der Werth yon Axr, (A. d. H.) 
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liehen Punktes, e^ sei die Drehaxe und die Richtung der Schwere g. 
Xf und x^ seien Funktionen von x^ 

zur Zeit ^ ==: 0^ {so sind die Bedigungsgleichungen 

und damit wird nach § 1 Seite 50} 

l 9\Xi)e, + e^, 

w = — Ä'C^JCi + e,, 
abo 

P«] g'^a^)e,e,-hXx,)e,e,-\-e,e,^\(e, + e,^ + e,^). 

Femer sei e^9(^) -+- ^h(x^) ^^ r gesetzt, so wird also 

p-]-i(«.+S)- 

(Zur Zeit t ist aus x geworden 

aus j— aber j-^^^*, wenn a die Winkelgeschwindigkeit ist, und damit 
wird die Bewegungsgleichung 

oder weil r auf e^ senkrecht ist^ 
Aber es ist 

und das innere Produkt ändert sich nicht, wenn beide Faktoren in der- 
selben Ebene um denselben Winkel gedreht werden. Daher ist 

Im letzten Produkt rechts ist -gr mit j- parallel, also steht i -ji &tif j- 
senkrecht, sodass dieses Produkt gleich Null ist. Daher die (Gleichung 

??-. + [©-^r)M,]-0. 
Es ist aber 

dt~dx^' dt> dt* ~ dx^*\dt) "^ dx^ ' di*~^ 
folglieh 

?i^(l+(S)■)+(^)*ffi'lS-'+«*['l5]• 
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Die Cuire sei eben und liege in der Ebene e^e^, so ist h{Zj) = 0, 
r wird = e^g{x^f daher hat man die Gleichung 

X. 
Zop Theorie des Foneaulf sehen Pendels.**) (1853.) 

Ist Pq der Träger des Auf hängepunkts des Pendels, oi die Strecke 
vom Aufhängepunkt zum Pendelpunkt; so zeigt die in § 6 Seite 65 
angestellte Betrachtung, dass 

(**aj + 2a*a) + a^{p^ + fo)) e^' 

gleich ist der Summe der zur Zeit i auf den Pendelpunkt wirkenden 
Krafte. Diese sind, zur Zeit ^ = 0, 1) die Anziehung der Erde, die 
nach Ghrosse und Richtung — 5^' sei am Orte des Pendelpunktes, 2) die 
Spannung des Fadens = Ao, wo X eine Zahl, 3) der Widerstand der 
Luft, der dem Quadrat der Geschwindigkeit proportional sei und also 
= — f((da})dcD gesetzt werden kann, wenn f( ein Zahlenfaktor ist und 
(do) die Länge von dco bezeichnet. Die Sunmie der Kräfte zur 
Zeit t ist also 

= C«'(— ^'+ A(D — f*(dGj)dcD), 

so dass man die Gleichung 

d^© + 2ada) + «'CPo + <») = — ^f' + Ao — yi{iGi) d gj 

hat. Die Strecke — g' — ct*(j>o + o) ist die wirkliche Schwere am 
Orte des Pendelpxmktes, die sich aus der Erdanziehui^ und der Gentri- 
fugalkraft zusammensetzt. Sie sei für die Ruhelage des Pendels mit 
— g und far die Verschiebung mit — g — u bezeichnet. Setzt man 
ein, so erhält man 

[d*a) . ©] + 2[aä(o . o] + [(^f + m)(ö] + n(do})[d(o . o] = 0. 
Nun sei — l das Pendel in der Gleichgewichtslage, und 

(o = — l-\-Q + rj, 
wo Q senkrecht und ij parallel l ist. Dann wird 

(1) -[?"q + [i/p] + o = o, 

wenn man mit die Summe 

[P"((» + ^] + Wq] + 2[««J« . «] + [«H + (i(Sa,)[Sa> . «,] 
bezeichnet. 



•) Vgl. Jnllien, Probl. m6c. rat. Bd. 11. Seite 236 fiE. 
**) In möglichstem Anschluss an das MS. vom Heraasgeber &ei bearbeitet 
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96 X- Foucaalt^sches Pendel. Kachlass. 

Lässt man zuerst 6 weg, so erhalt man die Gleichung 

(2) -[p"q + [i?c]-o. 

Setzt man 

9 = (t cos x^ + f sin xtj 

wo G und H zwei constante, zu l senkrechte Strecken bedeuten, 
so folgt 

Daher muss 

sein, also xH^^ g, was möglich ist, weil l und g parallel sind, und woraus 

._yi 

folgt. 

Die Gleichung für q stellt eine Ellipse dar. Sind E^ imd jP^ 
ihre Halbaxen, T die Zeit, wo sich der Pendelpunkt am Ende von E^ 
befindet^ so ist 

El cos x(t — T) + Fi sin K(t — T) 

eine Strecke, deren Endpunkt die nämliche Ellipse durchläuft. Nimmt 
man an, diese Ellipse drehe sich in der Horizontalebene, und E^ mache 
zur Zeit t mit der einen Axe e^, der zwei festen gegeneinander senk- 
rechten Axen ej und 6^, den Winkel ^, so kann man setzen 

El = jEf(ei cos ^ + 6^ sin ^), 

^1 = F( — «1 sin ^ + ^ cos ^), 
so dass 

p=jB(CiCos^+eisin^)cosx(^— T)+J'(— Cisin^+^cos^)sin«(^ — T) 

sich ergiebt. 

Sind die yier Zahlen E, F, ^, T constant, so genügt dieser Aus- 
druck der Gleichung (2) und man kann nun versuchen diese yier 
Ghrossen als Funktionen der Zeit so zu bestinunen, dass er auch der 
Gleichung (1) genügt*) 



*) Für diese Bestimiiiimg sei auf ClauBsen, Fogg. Ann. Ergänzungsband 4, 
Seite 166 verwiesen, da Grassmann diesem Aufsatz sich eng anschliesst. (A. d. H.) 
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XI. 
Die Mechaiilk naeh den Principien der Ansdehnnngslehre. 

Zweite Abhandlang.*) 

§ 1. Ich beschränke mich in dieser Abhandlnng auf die An- 
wendung des Begriffs der Pnnktgrösse erster und zweiter Stufe auf 
die Mechanik 

Es ist an sich naturgemässer statt der Strecke Xy deren Anfangs- 
punkt fest ist, nur ihren Endpunkt zu bezeichnen, da ihr Anfangspunkt 
etwas willkürliches in die Betrachtung hineinbringt. Allein dann muss 
dieser Punkt als Grösse aufgefasst werden, sodass an ihrem Begriff ein 
zweifaches herrortritt, erstens die Lage des Punktes und zweitens eine 
Zahlgrösse (nach der Ausdehnungslehre von 1844 das Gewicht). Das 
Zeitdifferential d setzt aber die Unveränderlichkeit des Gewichts voraus. 
Durch diese neue Betrachtungsweise werden die Formeln der ersten 
Abhandlung {Seite 46 ff.} nicht wesentlich verändert; aber ganz neue 
Beziehungen treten durch die Punktgrössen zweiter Stufe hervor, Be- 
adehungen, welche zwar von Poinsot, Möbius, Plücker, v. Staudt, Felix 
Elein (Math. Ann. Bd. 4, Seite 403 ff.) theilweise dargestellt, aber nicht 
auf ihr Wesen zurückgefQhrt sind. 

Als Punktgrösse zweiter Stufe erscheint nämlich nach der Aus- 
dehnungslehre von 1844 {Sl^ § 106ff.; S(s § 247, § 249} das Produkt 
zweier Punkte, das heisst der Linientheil, der zwischen den einfachen 
Punkten liegt, welche die Faktoren bilden, so nämlich, dass zwei Pro- 
dukte [ab] und \cd]j in welchen a, &, c, d einfache Punkte sind, dann 
und nur dann als Linientheile einander gleichgesetzt worden, wenn 
[ab] und [cd\ in derselben geraden Linie liegen und gleiche Richtung 
und Länge haben. Ausserdem erscheinen aber als Punktgrössen zweiter 
Stufe die Summen solcher Linientheile (Plücker's Lineare Complexe 
und V. Staudt's Nullsystem). 

Sowie aber die Differenz [a — 6] zweier einfacher Punkte als un- 
endlich femer Punkt, genauer als Strecke, sich darstellt, nämlich als 
die Strecke, die von h nach a gezogen wird und diese Strecke gleich- 
fedls als Punki^össe erster Stufe aufgefasst werden muss, so erscheint 
das Produkt von zwei Strecken, das heisst der Flächenraum von be- 
stimmter Grösse und Ebenenrichtung als unendlich entfernter Linien- 
theil { 31, § 276 } . Schon in der Ausdehnungslehre von 1844 { §§ 122—124 } 



*) Nach mehreren MS., deren eines von Grassmaxm wenige Wochen vor 
seinem Tode einem seiner SOhne dictirt wurde. (A. d. H.) 

Gratsmaiin, Werke. IL 8. 7 
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98 XI. Die Mechanik nach d. Principien d. Aasdehnungslehre. Nachläse. 

sind diese Begriffe auf die Mechanik angewandt^ indem die auf einen 
festen Körper wirkende Kraffc, da sie ihre Wirkung nicht ändert^ so- 
bald sie als Linientheil gleich bleibt^ auch als solcher Linientheil auf- 
gefasst ist. Es ist hieraus das Gesetz abgeleitet^ dass die auf einen 
festen Körper wirkenden Kräfte stets der Summe dieser Kräfte gleich- 
wirkend sind. Ist 8 diese Summe, so ist die Bedingung daf&r, dass 
S wieder ein Linientheil ist, ausgedrückt durch die Gleichung \_SS] = 
oder, wenn 

S^Ä + B+C-i 

ist, 

2[AE] + 2[ÄG] + 2[BC] -\ 

{ ^S^* 9(i § 124; 9i^% 286 } . Die unendlich entfernten LinientheUe werden 
dann die Poinsot'schen Kraftepaare (vgl. auch Math. Ann. Bd. 4^ Seite 404 
Anmerk. ***). 

Die Darstellung des Zusammenhangs der Liniengeometrie mit der 
Mechanik starrer Körper von F. Kleiu (Math. Ann. Bd. 4, Seite 403 — 415) 
{ sowie die Theorie des Nullsystems von v. Staudt } entbehrt des durch 
die Ausdehnungslehre dargebotenen einheitlichen Bandes. Dies beruht 
in der (nicht auf eine gerade Linie zurückführbaren) Summe S der 
Linientheile, welche sowohl das Staudt'sche Nullsystem als den Plücker- 
schen linearen Gomplex umfasst. Die Ebene, welche einem Punkt a 
entspricht ist [aS], der Punkt, welcher einer Ebene a entspricht [aS], 
die Nulllinien P sind die der Gleichung [PS] =» entsprechenden { und 
sie bilden den durch S bestimmten Complez.*)} 

*) Sind p, a, 6, c, d einfache Punkte, so folgt 
[p . ab . ab] = o, 
[p. ab . ac] + [p . ac . ab] = ^ p[ab . ac] + p[ac . a&], 
[p , ab . cd\ + Lp • cd . ab] ^^^ p\abcd\. 
Daraus ergiebt sich dass, wenn P und Q irgend zwei Linientheile sind, stets 

ist und weiter, dass fnr irgend eine Summe S von Linientheilen 

[pSS] - ^p[S8] 
ist. Mit Hilfe der Ergänzungen ergiebt sich für einen Ebenentheil % die Gleichung 

[nSS] « ^n[SS\ 
Definirt man nun eine reciproke Beziehung, indem man einem Punkt a die 
Ebene \aS] entsprechen lässt, so entspricht der Ebene u der Punkt p, der aus 
[pS] = a folgt und = [piS] wird. Da, wenn [aS] = dem Punkt t gesetzt wird, 
[aS . aS] = [aßt] = [atS] wird, so folgt aus [aa] = auch [aS . aS] = 0. 
Diese Gleichung ist aber nach Staudt, G^om. d. Lage § 10 Seite 60 Bedingung 
der redproken Beziehung. Da femer der Ebene [aS] der Punkt [aS .8] = a 
entspricht und dem Punkt [aS] die Ebene [aS . S]^ia, so ist die Beziehung 
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XI. Die Mechanik nach d. Prinoipien d. Aasdehnungslehre. Nachlass. 99 

Die involutorische Lage zweier linearer Complexe; richtiger zweier 
Grossen zweiter Stofe^ 8 und S^, ist durch die Gleichung bedingt 
[88^'] = 0. Ist 8 { mit Hilfe von vier Punkten a, b, c, d in der Form ) 

8 = xab + ^'cd + yctc + y'db + gda + is'bCy 
{wo die Eoefficienten x,x',y,y\0,z' Zahlen sind} dargestellt und 8^ 
entsprechend mit dem Index 1, so wird die Gleichung 

xx^' + xx^ + yyi + yy^ + esi^' + e\ = 0. 
Also Incidenz {der beiden Grössen 8 und Si}.*) 

§ 2. Jede irreducibele^ das heisst nicht auf eine Einzelkraft; 
reducirbare Summe ist zurückfährbar auf zwei Kräfte und zwar sind 
dabei vier numerische Bestimmungen willkürlich; nämlich 

a) ein Punkt der einen £raft und die Ebene der andern, falls nur 
beide, Punkt und Ebene auseinanderliegen { siehe ^ Nr. 285 oder } 

b) die Lage der einen Ejraft, falls sie nicht die Lage einer NuU- 
Unie hat. 

Ist nämlich [ab] die {Linie der} einen Kraft und 
8 = x[ab] + [cd], 
wo X eine Zahl, so folgt, dass 8 — x[ab] sich auf eine Liniengrösse 
reduciren, also 

[8 — x[ab]y = 
sein muss, woraus 

S* - 2x[8ab] = 0, 

_ S^ 

^~ 2[Sah] 

sich ergiebt, wenn nicht [Sab] =» 0, also [ab] eine Nulllinie ist. 
Weiter hat man 

[a8] = [a€d], [b8] = [bcd], 

[a8 . bS] = [acd . bcd] == [cd] • [abcd], 
womit [cd] bestimmt ist. Dies setzt [abcd] ^0 voraus. Wäre 
[aftcd] = 0, so wäre [ab 8] = 0, also [ab] eine NulUinie. Ist dies 
ausgeschlossen, so ist folglich 

eine inyolutorische (Standt, 1. c. § 16 Nr. 213 Seite 118). Endlich geht, weil 
[a . aS] = ist, die dem Punkte a entsprechende Ebene durch a selbst, also 
giebt die Beziehung ein Nullsystem (Staudt, 1. c. § 24 Nr. 321 Seite 191). Soll 
ab eine Nulllinie sein, so muss jeder Punkt pa -{- qb in dem Schnitt der Ebenen 
[aS] und [hS] liegen, wozu nur [a65] = zu sein braucht. Vgl. auch Möbius' 
Werke Bd. 1, Seite 489 und Bd. 3, Seite 122. (A. d. H.) 
*) Ist Si eine Liniengrösse, so ist 

«i<+yiyi' + ^i^i'=0, 
und die Bedingung, dass S^ eine NuUlinie ist, wird dann durch die Gleichung 
des Textes gegeben, die zeigt, dass die Nulllinien einen Complex bilden. (A. d. H.) 
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100 XI. Die Mechanik nach d. Principien d. AuBdehnangslehre. Naehlaas. 

Ist umgekehrt diese Gleichung erfüllt, so ist S = p[ab] + [cd], wo p 
ein 2iahlenfaktor ist. 
Die Gleichung 

^8^ = [abcd] 

spricht einen bekannten Satz von Ghasles aus { Gergonne AnnaL XVUI, 
Seite 372. Schell, Theor. d. Bew. u. d. Kräfte 2. Aufl. Bd. 1, Seite 60; 
Bd. 2, Seite 27.} 

§ 3. Wenn nun, wie leicht zu zeigen, die unendlich kleine Rota- 
tionsbewegung um eine Axe gleichfeills durch einen Linientheil voll- 
kommen dargestellt werden kann, indem nämlich die Grösse der un- 
endlich kleinen Rotation durch die Länge dieses Linientheils dargestellt 
wird {ygl. Seite 80} und femer sich ergiebt, dass das Resultat zweier 
unendlich kleiner um yerschiedene Axen stattfindender Rotationen stets 
Ton der Reihenfolge derselben unabhängig ist, also das Grundgesetz 
der Addition gilt, so versteht sich von selbst, dass alle Gesetze fOr 
die Wirkung der Kräfte auf einen festen Körper identisch sind mit 
den Gesetzen dieser Rotation, vorausgesetzt^ dass jene Kräfte und diese 
Rotationen als Punktgrössen zweiter Stufe aufgefasst werden {vgl. auch 
a, Nr. 347 Anm.}. 

§ 4. Fliehmoment einer Kraft p — als Strecke gedacht — in 
Bezug auf einen Punkt, von dem der Angriffspxuikt um { die Strecke } r 
entfernt ist, ist 

[P I r]*) 

und so das Fliehmoment für eine Reihe von Kräften 

= £lP I r]. 
Aendeit sich der Bezngspruikt, wird er etwa q, so wird jene Summe 

^£[p\(r-q)] + 2:[j?\ql 
oder, wenn 2Jp = s ist, 

Wann ist U[p \ (r — q)] = 0, das heisst 2J[p \r] = [s\ «]? Es sei 
2^1p I r] = as*, so muss sein [s \ (as — j)] = 0, das heisst as — q 
normal zu s, wodurch die Li^e q bestimmt ist; q liegt in der durch 
den Pimkt as bestimmten gegen s senkrechten Ebene. Es versteht 



*) Vgl. Schweins, Joum. f. Math. Bd. 88, 8. 77. 
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Xn. Trägheitsmoment. NachlaBS. 101 

sich Ton selbst; dass die Linie; in welcher der Endpunkt von q liegt, 
zu 8 senkrecht ist. Der Ort der Punkte q ist bei einem ebenen Eraft- 
system die Hauptlinie; bei einem räumlichen System die Hauptebene. 

xn. 

Trägheitsmoment.*) 

§ 1. Es sei X der Radius des in Bewegung begriffenen Punktes 
eines festen Körpers und P die zugehörige äussere Kraft; m die Masse 
des Punktes; so hat man die Gleichung { vgl. Seite 54 } 

Die linke Seite ist ^ 2]m [x ^|j oder der Differentialquotient der 
Flächengeschwindigkeit. Wenn nun der Körper einen festen Punkt 
hat; in dem der Ursprung der Strecke x liegt; so besitzt er eine von 
Moment zu' Moment wechselnde instantane Drehungsaze. Ist diese p 
und stellt die Länge von p die Grösse der Winkelgeschwindigkeit um 
diese Axe vor; so ist {vgl. Seite 79 § 16} 

also die Flächenbewegung 

= 2:mlx\pxl 
oetzt man 

Sp = Umljpx I a;]; 

so wird die Flächenbewegung = | 8p. Nun ist allgemein 

[? I Sp] = ^w[g(a: | px)] — 2]m[qx \ px'] = Zm[px | jx] == [p | Sg]. 

Daher wird 

[p I Sp] = Z^mlpx I px] = Um -p^x^ sin'|>a;; 

das heisst gleich j^'mal dem Trägkeitsmoment in Bezug auf die Axe p. 
Somit ist das Trägheitsmoment 

_ [p\Sp] 
~ P' 

*) § 1 ist in möglichst engem Anschluss an die MSS. vom Herausgeber frei 
bearbeitet. (A. d. H.) 

^ In dem MS., dem die obige Mittheilung entnommen ist, setzt Grassmann 

-j- gleich px, wo der Punkt über dem Zeichen die Strecke andeuten soll. Dies 
dt 

MS. ist überschrieben ,,nach Jacobi Grelle 39^' und enthält die populäre Erklärung 
der Erscheinungen des FesseFschen Botationsapparates aus dem Flächensatz, die 
Giasamann 1866 in der Naturforschenden Gesellschaft zu Stettin (Sitzung am 
31. Januar) gegeben hat, wie mir Herr Dr. H. Grassmann in Halle mitgetheilt 
hat. Darf man daraus vielleicht schliessen, dass Qrassmann in den fünfziger 
Jahren das äussere Produkt zweier Strecken wieder als Strecke gedeutet hat, wie 
Hamilton dies that? (A. d. H.) 
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102 Xn. Trägheitsmoment. Nachlass. 

§ 2. Die lebendige Kraft T ist 

Ist Xq der Träger des Schwerpunktes und gehen die Träger x vom 
Schwerpunkt aus^ so ist die Oesammtgeschwindigkeit eines Punktes 

Daher die lebendige Kraft T 

= i2:«,[(^+IM)(|^ + bx])], 

oder weil die x vom Schwerpunkt ausgelieii, also Smx ^ ist, 
23'= (^)'-S>» + Sm[pxY. 

§ 3. Um die Hanptaxen za finden, haben wir drei aufeinander 
senkrechte Einheitsstrecken a, b, c zu finden, so dass 

(1) Sp = A[p\a-\a-{-B[p\h^h-\-C[p\c\c 
wird-*) Dann folgt 

(2) Sa='Aa, Sb = Bb, Sc=Cc. 

Sind umgekehrt diese Gleichungen erfüllt fOr drei Strecken a, b, c, so 
folgt ans ihnen 

[b I So] == ^[o I 6], [a I Sb] = B[b I a], 
daher weil [b | 8a]=[a \ 56], 

iÄ-S)[a\b-] = 0, 
also wenn Ä=j=^ B ist, [a | 6] = 0, das heisst 6 auf a senkrecht. 

Ebenso folgt, wenn Ä=^ C, B ^ C, dass c auf ä und auf 6 senk- 
recht ist. Da nun aus 

p =z aa -{- ßb '^- yc 

Sp = aSa + ßSh + ySc 
folgt, so wird 

iSi> = aAa + /JB6 + yCc 
und weil 

« = Lp I »]; /3 = [i> I &], y = [p\c]y 

ergiebt sich der Ausdruck (1) für Sp. 

*) Setzt man nämlich |> = «a + (56 + yc, so wird [p | o] = a und so 
weiter und 

Sp = ^aa + Bßb + Cyc, 

[p I Sp] - JL«« + 5^* + Cy\ 
wie es sein muss. (A. d. H.) 
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Setzt man nun um die (2) zu erfüllen 

wo 61,62,6^ drei gegenseitig senkrechte Einheitsstrecken sind und x, y^ z 
noch zu bestimmende Zahlen, und weiter 

so folgt 

und die Gleichung 8a = Äa liefert dann 

x{e' - Äe,) + y {e" - Äe^) + z(e''' - Äe,) = 0, 

{und durch Multiplikation mit zweien der Eoefficienten, da nicht die 
drei Grössen x, y, z Null sein soUen} 

(e' — Äe,) (e" — Ae^) (e'" —Äe^)^0, 
was eine Gleichung dritten Grades für Ä ist. 
Sei Ä^ eine reelle Wurzel und dann 

{so folgt 

^Pi + yP2 + ^i>8 = 

und daher 

y[PiPi] + ^[äjp«] = 0; 

Weil die drei Strecken Pi^p^yP^ derselben Ebene parallel sind, stehen 
die drei Produkte LPiJPj]; LPjft], [äI'i] ^ einer Zahlbeziehung und 
es ergiebt sich} 

Um die beiden andern Strecken b und c zu suchen, setzen wir statt 
e^, 6^, e^ jetzt die drei Maasse e^, e^^a^ wo e^,^ senkrecht gegen a 
angenommen sind, sonst aber das Normalsystem e^e^a willkürlich ist, 
wahrend e^, e^ natürlich andere Bedeutung haben als eben; und es sei 

6 = wci + vß^j + tca. 
Sei nun 

so liefert die Gleichung 8b — Bb 

u{e—Be,) + vie^ — Be^) +M;a{Ä — B) = 0, 

(e' — Bci) (e" - i^6i) a(^ - 5) = 0, 

also wenn Ä-^- B 

(e'-5ei)(c"-Be,)a = 0. 
Es ist dann 

\a 1 c'] = [o I Sci] = K I Sa] = [e^ | «1 == 0, 
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104 XII. Trägheitsmoment. Nachlass. 

daher e und ebenso e" senkrecht auf a. Femer ist 

Somit kann man setzen 

Damit wird die Gleichung für B 

(a^e^ + «62 — -Bei) («^ + «a^» — Be^)a^ 0, 
oder 

(4) («,-B)(a,-B) = «». 

Die Wurzehi dieser Gleichung sind stets reell; weil die linke Seite von 
Null bis ins Unendliche wächst ^ wenn man B von dem grösseren der 
beiden Werthe a^ und a^ an wachsen lasst. 
Ist B^ ein Wurzelwerth, so wird 

(5) w:t; = (6"— £iCj)a:-(6'— Bi6i)a = c"— Bieg:-(6'— BjCi). 

Hierdurch sind a und hy A und B bestimmt; c ist, wenn B^ C, senk- 
recht auf a und h. 

§ 4. Es seien jetzt Axen und Momente in Bezug auf einen Körper 
gesucht, der nach beiden Seiten der i^g-Ebene symmetrisch ist. So 
ist Sm^% = 0, Umrji = 0, also ist in der That die |-Axe, das heisst 
die gegen die Symmetrieebene senkrechte Linie, eine der Hauptaxen; 
sie sei a'. Das Moment in Bezug auf sie ist Zm{rj^ + V) = -4- Nun 
seien ej^ und e^ zwei gegen a senkrechte Strecken und {nach Gl. (3)} 

«1 = [^' I ^] = [^^ I ^] = 2:m\e^x I e^x\ = Zm\e^x^y 
«2 = [e" I ej] = [Se^ \ e^ = 2:m{e^x \ e^x] — 2^m[e^xW 
« = [e' I e,] = [Sei I ^j] = [e" | e^] = Zm\e^x \ e^x], 

so sind By C, h, c durch die Gleichungen (4) und (5) bestimmt. 

§ 5. Es sei die Aufgabe gestellt: Aus den Hauptaxen und den 
Momenten zweier Theile die des Ganzen zu finden. Hiebei können 
wir die Axen durch denselben Punkt gehend annehmen. Es seien 
Ol, O), a die Axen, .^, ^, ^ die zugehörigen Momente des einen, &i, i^; ^y 
B^y B^, B die entsprechenden (grossen des andern Theiles und (\, c^, c, 
Pl; f^if ^ ^^^ ^^^ Ganzen. Also, wenn man 

rp = C|> I c]c + C,[j? I c^]c, + C,\j> I c,]c, 
setzt, 

+ 5|> I V]b-\-B,[p 1 6,]5, +5,|> I b,]b,. 
Setzt man p = c, so folgt 
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Cc = Ä[c I a]a + Ä^[c | «iJo^ + A^lp | (M^]a^ 

c sei =* afiOi + ^%<h + ^^ ^uid Fa^ = a^', Fo, = o,', Fa — a', so 
hat man 

— x^iCa^ - aiO + a;,(Ca, — <) + a:(Ca — a'); 
also 

(Ca, — a,') (Ca^ - a/) (Ca ~ a') — 0, 
wo 

a'^Aa + B[a, \b]h + B,[a,\ b,]b, + B,[a, \ 6,] J, 

und so weiter. 

XIIL 

Bewegung dvreli einen Stoss. 

1839 und 1842. 

§ 1. {Ist C die Momentan- oder Stosskraffc, die auf einen Punkt 
mit dem Trager p wirkt^ so giebt das Princip der virtuellen Ge- 
schwindigkeiten 

2[(«t-p)i'^]-». 

wobei} ^7='1>' die Geschwindigkeit ist; welche^ nachdem die Körper 
sich verlassen haben^ mitgetheilt ist. { Für ein freies System ist also } 

Setzt man 1> "» i>o + ®; ^^ Po ^^^ Trager des Schwerpunktes^ so folgt 

l>o'-2;m = 2;P. 
{Die erste Gleichung liefert dann 

^[(^Po — -P + »»« ) I *«] — 0. 
Nun ist für einen festen Korper dco = | [qcoi] (vgl. Seite 79, § 16), 
also muss sein 

= £[(mpQ— P + mö ) q<o] = Zmlp^qm] + Z[{m(o — P)g»]. 
Der erste Theil ist = [p^'q^mo)] = 0. Also bleibt 

Z[(ma}'—P)q(o] = 
für beliebige q^ daher} 

2;[(ma}'— P)cö] = 
sein muss. 

§ 2. {Ist das System eine ebene Scheibe, die sich in ihrer Ebene 
bewegt, so sei qp der Winkel, welchen der Trager oi zur Zeit t mit 
seiner Lage zur Zeit t^ bildet und die coo sei. Bezeichnen wir mit | a 
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eine Strecke^ die aus a durch eine positive Drehung um 90^ hervor- 
geht (vgl. ^ Nr. 331 )y so kann man 

(0 = cos 9?ajQ + sin 9? I ©0 
setzen^ wodurch 

aj'= ( — sin q)G}Q -\- cos a \ (Oq)^)' ^= tp' \ (o 

wird. Damit wird die letzte Gleichimg in § 1 

tp'Zm(o^ = — I^\Pg}\, 

oder^ wenn man das Trägheitsmoment Um co^ ^= M setzt } 

Wirkt nun eine Stosskraft auf den Punkt mit dem Träger a, so hat man 
mpö^-P, Mq>' [Pa] 

{wenn m die Oesammtmasse bezeichnet}. Die Geschwindigkeit a des 
gestossenen Punktes ist nun 

(^=Po+9 I « 

^ P __ [ Po] . 
m m ' 

§ 3. Gegeben seien zwei Scheiben A^ und A^, ihre Schwerpimkte 
seien 0^ und ö^, der gemeinsame Punkt {in dem sie aufeinanderstossen } 
a mit den Trägem cc^ und a^j die bezüglich von den Schwerpunkten 
6^ und 6^ aus genommen sind, ihre Stosslinie (so nennen wir die Linie, 
welche gegen die Tangente, die an den Stosspunkt gezogen ist, senk- 
recht steht) B; die Geschwindigkeiten der Schwerpunkte vor dem 
Stosse p^ und p^ und die Schwenkungsgeschwindigkeiten um die 
Schwerpunkte V^^ bezüglich ip^, die Massen m^, m^, ihre Trägheits- 
momente M^y M^, {Ist nun P die Stosskraft, die der zweite Körper 
auf den ersten ausübt, so theilt sie dem Schwerpunkt die Geschwindig- 

P \Pa 1 

keit — mit und giebt eine Rotationsgeschwindigkeit - -~ } . Die mit- 

getheilte Geschwindigkeit des Punktes a^ (sofern er nämlich dem 
Körper Ä^ angehört) ist somit 

Hiezu die ursprünglichen Geschwindigkeiten p^ und ^j | a hinzu- 
graechnet, haben wir die Gesammtgeschwindigkeit 

beim unelastischen Stoss muss die Projektion der Geschwindigkeit auf 
die Stosslinie B für beide Körper die nämliche sein. 
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{Bezeiclmen wir eine auf der Stosslinie B gelegene Strecke von 
der Länge Eins mit ß nnd setzen P, das die Richtung von B hat, 
= %/), wo x^ eine Zahl, so wird die Projektion 

= [A I « + *i [ I «1 • I /J] + ^ [/J I /J] - ^ [/J «i] [ K • I /J] , 
oder weil 

• [|«ll/J]=-|[«l/J] •=[«!/»], 

da ja [cc^ß] eine Zahl ist^l 

= [Pi I ß] + v-xK/J] + g- + 5, K/J]*- 

Der Aasdrack ftlr die entsprechende Geschwindigkeit des Pnnktes a, 
insofern er der zweiten Scheibe angehört, wird durch Vertauschung 
der Zeiger 1 und 2 gefunden, indem man zugleich — a^ für x^ setzt 
{ weil die Stosskraft, die von A^ auf A^ ausgeübt wird, gleich — P ist } . 
Die Oleichsetzung beider Ausdrücke liefert 

[(Pi -Pt) 1 ßl + ^iK/J] — *,K/J] - 

Für zwei Kugeln {deren Schwerpunkte die Mittelpunkte sind} fallen 

Oj und a^ mit ß in dieselbe Gerade, daher ist [o^/S] == [cc%ß] = 0. 

{Die Strecke p^ — p^ ist ebenfalls mit ß gleich- oder entgegengesetzt 

gerichtet. Nimmt man daher an, ß sei von Ä^ nach Ä^ gerichtet 

und setzt 

[ä I /5] = Qu !>« I i8] - 3„ 
so fo^ dann} 

und die Drehung um den Schwerpunkt bleibt unverändert die gleiche 
wie vor dem Stosse. 

XIV. 
Mittelpunkt nicht paralleler Kräfte.'^) 

Es seien an den Punkten p^ p%y' - - eines festen Körpers die 
Kräfte x^, ^%y" ' angebracht. Es sei Ux = s, das wir als von Null 
verschieden annehmen und 

wo 6' und 6" zwei gegenseitig und auf s senkrechte Strecken von der Länge 
Eins, a;i, ßj^^ Yx Zahlen sind. Weil 2^% ^= s ai^enommen wurde, folgt 



*) Vom Heianggeber frei bearbeitet im Anichloss an das MS. 
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Die Wirkungen der Kräfte auf den Körper hangen ab von der Summe 

Da Sax=^l ist, ist I^clj^Px wieder ein einfacher Punkt 0; da I]ßj^=I]yj^^=:0 
ist, stellen die beiden Summen I^ßxPx und SyxPi Strecken vor, die wir 
mit a und a" bezeichnen wollen. Damit folgt 

2;|>,«J = [0s] + [a'ff'] + [«V'l. 

Die Strecken a und a' hängen von der Wahl der Richtungen 6' 
und ff" ab. Ersetzt man sie durch zwei andere auf s und gegenseitig 
senkrechte Strecken z' und r'" von der Länge Eins, so wird 

wo zwischen den Zahlen a, /3 die Beziehung a^ -f- /3^ = 1 besteht. 
Daher wird 

Die Richtungen «' und a' gehen also in die aa' -}- ßa\ ßa — aa" 
über, und man kann a und ß so bestimmen, dass diese aufeinander 
senkrecht sind. Dazu ist nöthig, dass 

[(««'+ /Ja") I {ßa— ««")] = 
ist, oder 

aß{a'^ — «"«) — ««[«" I «T + /J«[a' | «"] = 0, 

woraus sich a und /3 ergeben. Seien dann die x' und x" entsprechen- 
den Richtungen p und $, und die an Stelle von a und a" tretenden 
Strecken a und 6, so hat man 
(1) 2[p,»^ = [0s] + \ap\ + \bq\, 

WO nun 

«2 — «A« + ßxP + y/«> 

2ß;px-<^f ^YxPx = ^ 
gesetzt ist. 

Drehen sich die Kräfte um irgend eine Axe, indem ihre Angriffs- 
punkte fest bleiben, so dreht sich s um die nämliche Axe um den- 
selben Winkel und ändert sich nicht, und wenn man auch die 
Strecken p und q entsprechend dreht, ändern sich die /}/, yx auch 
nicht und damit auch nicht die Strecken a und b. unter der Annahme 
also, dass man mit den Kräften auch die Strecken s,p, q mit drehe, 
gilt nun Gleichung (1) f&r jede Lage der Kräfte. 

Soll sich JSIpx^x} ^ ^^^ Lsyge der Kräfte auf einen Linientheil 
reduciren, so muss dieser die Länge und Richtung von s haben. Ist r 
die Strecke von nach seinem Angriffspunkt, so kann man dann 

^[Pi^J-KO + r)«] 
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setzen, so dass 

(2) M = [ai.] + [6«] 

sein muss. Multiplicirt man diese Gleichung mit s, so erhält man 

= [aps] + [bqsl 
Weil SfP, q gegenseitig senkreclit sind und p, q die Länge Eins haben, ist 

\[ps] = — q<f, |bs]=i>ff, 
anter 6 die Länge von s verständen, so dass 

(3) [.a\q]^[b\p] 

sein muss. 

Man nehme a znr y-, h zur z-KxQy die auf beiden senkrechte zur 
rr-Axe eines Goordinatensystems mit dem Ursprung 0, und nenne 
ßi, 6^, ^3 die auf den positiven Axen der Xy y, z liegenden Einheits- 
strecken. Dann sei 

p = u\ + v\ + w'e^y 

Scr wird die Bedingung (3) 

(4) av"~hw', 

wenn wir mit a und }> auch die Langen dieser Strecken bezeichnen. 
Die Gleichimg (2) wird aber 

{xv — yu) [ci€j,] + (xw — zu) Kßj] + {yw — zv) [e^e^] = 

und diese zerfallt in 
XV — yw = — u'a, xw — uz = — w"6, yw — «rt? = aw' — hv'\ 

Setzt man y »* 0, so folgt 

x^ u^ 

a V ^ 

aw' — bv" 

-" r ' 

oder, nach (4), 

Daher wird 

f7» ~ t^* ~ a* ^ ia* — by> 
und weil 

i-g« 1 , «"» 1 , g«5« 
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ist, durch Gleichsetzung beider Werthe 

«•,;?• 1 



a« I a« — 6« tf* 
Und ähnlich findet sich mit ;? = die ßleichung 



^ Dies sind die von Minding gefundenen Resultate. Vgl. dessen Handbuch 
der theoret. Mechanik (2. Theil des Handbuchs der Diff.- u. Int.-Bechn.) Seite 78 ff., 
bes. Seite 96 und Joum. f. Math. Bd. 14 Seite 289, Bd. 16 Seite 27. (A. d. H.) 
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Bemerkung des Herausgebers. 

Im Vorstehenden sind zuerst die beiden einzigen Arbeiten abge- 
druckt, die Grassmann über Mechanik Veröffentlicht hat, nämlich die 
elementare Darstellung, die im Programm des Stettiner (jymnasiums 
1867 erschienen ist und die Arbeit aus dem 12. Band der Mathemati- 
schen Annalen, die 1877 gedruckt wurde. Die beiden Publikationen 
sind hier wörtlich wieder abgedruckt, nur Aeusserlichkeiten geändert 
und kleine Fehler korrigirt. 

Erläuterungen und Bemerkungen, die ich zuRigen zu sollen glaubte, 
sind hier, wie auch sonst überall, unter den Text gesetzt und durch 
ein angefügtes „A. d. H." als Anmerkungen des Herausgebers gekenn- 
zeichnet. Bei der ersten der beiden Abhandlungen habe ich hinter 
§ 63 einen Zusatz eingeschaltet, der sich im Nachlass fand. Zur Er- 
leichterung des Studiums habe ich einige Figuren beigegeben, die im 
Originale fehlen. 

Die eben besprochenen beiden Abhandlungen enthalten neben den 
§§ 105 und 120—124 ^, den Seiten 27—38 der „Geometrischen 
Analyse^ und den Anmerkungen zu den §§ 286 und 347 von ^ Alles 
was Ghitösmann über Mechanik veröffentlicht hat. 

Auch der Nachlass bietet — wider Erwarten — keine grosse 
Ausbeute. Er besteht der Hauptmasse nach aus Excerpten und Rech- 
nungen zu Arbeiten anderer Mathematiker, in welchen öfter, soweit 
der Gegenstand es erlaubte, die Ausdehnungslehre benutzt ist. Der 
Rest enthält eigene Entwürfe und Versuche verschiedener Art. 

Nach sorgfältiger Durchsicht aller Papiere habe ich zwölf Auf- 
sätze zusammengestellt, welche geeignet sind die Anwendung der Aus- 
dehnungslehre auf die Mechanik des Punktes und des festen Körpers 
zu zeigen und die zugleich Alles enthalten, was aus dem gesammten 
Nachlass mir als neu und interessant erschien. Die unter HI, V, VI, VH 
abgedruckten Stücke und XH, von § 2, an lagen bis auf JOeinigkeiten 
druckfertig vor, XI wurde aus mehreren solchen Theilen zusammen- 
gesetzt. Dabei waren nur kleine Veränderungen und Zusätze im Texte 
nöthig, die in Elanmiem { } eingeschlossen sind, und einige Erläuterungen, 
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die in Anmerkungen stehen. Die Stücke IV, VIII, IX, XIII erfor- 
derten, theils um Wiederholungen von frtther Gebrachtem zu ver- 
meiden, theils weil die MSS. durch ihre Kürze schwer verstandlich 
waren, grössere Aenderungen, die ebenfalls in Klammem gesetzt sind, 
wenn sie nur wenige Worte überschreiten. Die MSS. zu den Stücken 
X und XIV, sowie dem § 1 von XTT konnten so, wie sie waren, nicht 
gedruckt werden und ich zog es in Folge dessen vor sie frei zu be- 
arbeiten, wobei ich strebte mich möglichst an die MSS. anzuschliessen. 
Die Bezeichnungen sind durchweg die, welche ßrassmann in ^ 
benutzt hat, auch dann, wenn in den MSS. andere Zeichen angewandt 
sind. Nur die eine Abweichung habe ich mir gestattet, dass ich das 
innere Produkt einer Strecke oder euies Flachenraumes mit sich selbst, 
abo [p I jp] bezw. [pq \ pq] einfach mit p* oder [pq]* und nicht mit 
p^ oder [p^] bezeichnet habe, wie dies auch Gfrassmann in dem Pro- 
gramme gethan hat. 

Freiburg, Frühjahr 1893. J. LfirotlL 
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L Ableitung der Krystallgestalten 
ans dem allgeineinen Gesetze der Erystallbildimg. 



Von 

H. Orassmann. 



Programm der Ottoschnle in Stettin, März 1839. 



§ 1. Krystallform und ohemisohe ZiuammensetBniig als die 
wesentliohen Eigensohaften unorganisoher Körper. 

Unter aUen Eigenschaften; welche das Wesen der unorganischen 
Körper bestimmen^ sind die^ welche dies Wesen am unmittelbarsten 
darstellen^ die chemische Zusammensetzung und die Erystallform. Nur 
bei der chemischen Erzeugung und bei der Bildung der Erystallform 
zeigt sich ein eigenthümliches Leben in dem unorganischen Körper, 
während dieser, nachdem sich jene innere und äussere Gestaltung voll- 
endet hat, als ein todter erscheint, der aber dennoch alle kosmischen 
Einflüsse nach der ihm durch jene Gestaltung mitgeÜieilten Eigen- 
thümlichkeit yerarbeitet. Beide Lebensäusserungen der unorganischen 
Natur entsprechen den beiden Lebensthätigkeiten der organischen Natur, 
nämlich der Bildung des Organismus und der Umwandlung (Assimi- 
lation) der Stoffe fftr das organische Leben. — Denn' was für die 
organische Welt der Organismus ist, das ist für die unorganische die 
Erystallform, und was für die erstere die Assimilation ist^ das ist für 
die letztere der chemische Process. — Erystallform und Organismus 
schliessen sich einander aus; denn beide bestimmen nicht bloss die 
äussere Umgranzung, sondern auch die innere Gestaltung des Körpers 
bis in seine kleinsten Theile hinein; und kein krystallisirter Körper 
kann daher ein organisirter sein, und umgekehrt kann kein organisirter 
Körper eine Krystallform haben. Eben so entschieden stellt sich der 
Gegensatz zwischen der Assimilation und dem chemischen Process 
heraus; was wir hier aber nicht weiter entwickeln können. 



Digitized by 



Google 



116 I. Ableitung der ErystaUgeatalten. Programm 1889. 

§ 2. Zufälliges und Wesentliöhes an dem eiiuielnen EiystalL 
Betrachten wir irgend einen einzelnen Ejystall^ so muss uns zuerst 
die vollkommen ebene Begranzung auffallen, und wir werden sogleich 
auf den Gedanken geführt, dass jede Begränzungsebene durch irgend 
eine Kraft erzeugt sein muss, welche eine gegen die Ebene senkrechte 
Richtung hat. Li der That jSnden wir, dass der Korper sich im All- 
gemeinen in jeder mit einer Begränzungsebene parallelen Richtung 
spalten lässt, und zwar in allen parallelen Ebenen mit gleicher Leichtig- 
keit; woraus wir also schli^ssen müssen, dass in der auf diesen Ebenen 
senkrechten Richtung die Kraft des Zusammenhanges geringer ist, 
als in den von der senkrechten abweichenden Richtungen; und jene 
Kraft, welche das Erscheinen der Begiunzungsebene bedingte, muss 
daher durch den ganzen Ejystall gleichmässig hindurchgehen, und ihre 
Wirkung muss in einer Verminderung des Zusammenhanges der Theile 
bestehen. Es geht hieraus sogleich hervor, dass jeder Krystallfläche 
eine mit ihr parallele zweite Begränzungsfläche entsprechen muss, 
6 auch wenn die Flache selbst durch f zußUige Umstände unterdrückt 
sein sollte. Auch erhellt, dass es nur auf den Winkel, welchen zwei 
Flächen bilden, ankommen kann, wahrend die Entfernung der Fläche 
vom Mittelpunkte der Gestalt als etwas zufälliges und wechselndes 
erscheint. 

Betrachten wir nun die verschiedenen Flächen eines und desselben 
Krystalls, so finden wir, dass manche ganz dieselben (physikalischen) 
Eigenschaften, insbesondere gleichen ßlanz und gleiche Spaltbarkeit 
haben, während andere diese Eigenschaften in ungleichem Ghrade zeigen. 
— AUe Flächen nun, welche gleiche physikalische Eigenschaften zeigen, 
müssen wir ansehen als entstanden durch gleiche (gleich grosse und 
gleichartige) Kräfte, und umgekehrt müssen jede zwei gleiche Kräfte auch 
gleichartige Begiänzungsflächen erzeugen. Hieraus folgt unmittelbar, 
dass je zwei parallele Begränzungsflächen gleiche Eigenschaften besitzen 
müssen, indem sie nur die eni^egengesetzten Seiten derselben Kraft 
darstellen. Wir wollen solche nach entgegengesetzter Seite wirkende 
Kraft, wenn sie der ersteren gleich ist, kurz ihre Gegenkraft nennen. — . 

Oft finden wir nun Spaltungsrichtungen, welchen keine Begränzungs- 
flächen entsprechen, indem die angränzenden Flächen diese gleichsam 
überwachsen haben; es ist also auch die wirkliche Erscheinung oder 
die Unterdrückung einer Begränzungsfläche nur als etwas zufalliges 
anzusehen, während das eigentlich Wesentliche die innere Struktur des 
Krystalles ist. In der That^ vergleichen wir zwei Krystalle von übrigens 
ganz gleicher Beschaffenheit, so finden wir dennoch, dass oft an dem 
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einen Begranznngsfläclien erscheinen^ welche an dem andern nicht hervor- 
treten, welche aber durch entsprechende Spaltongsrichtungen vertreten 
werden. Wir werden somit zwei Erystalle, welche dieselbe iimere 
Stroktor zeigen, ab derselben Krystallart (Erystall-Species) angehörig 
anzusehen haben, wenn anch in der einen Begriinzungsflächen erscheinen, 
welche in der andern nicht hervortreten. Aber das ist ans dem Obigen 
Uar, dass jede zwei Krystalle derselben Art nicht bloss dieselben Spal- 
tungsrichtongen haben werden, sondern dass auch jede Flache des einen 
mit der entsprechenden des andern gleiche physikalische Eigenschaften 
(fflanz, EQurte u. s. w.) zeigen werde, und dass je zwei Flachen des 
einen einen gleichen Winkel bilden werden, wie die entsprechenden 
Flachen des andern Erystalles. 

Könnte man die innere Struktur des Krystalles unmittelbar unter- 
suchen, so würde man seine äussere ümgmnzung ganz bei Seite liegen 
lassen können; da dies aber nicht der Fall ist, auch die Spaltungs- 
versuche nur selten oder nie zu erschöpfenden Resultaten führen, so 
muss man von der äusseren ümgränzung auf jene zurückschliessen, 
und zu dem Ende verschiedene Krystalle derselben Species untersuchen. 
Nun findet sich, dass im Allgemeinen aUe Körper, welche aus den- 
selben Bestandtheilen auf gleiche Weise zusammengesetzt sind, auch 
eine gleiche innere Kxystallstruktur zeigen. Vergleicht man daher die 
Gesammtheit der Flächen, welche sich an allen Krystallen derselben 
Species zeigen, so wird man sich dadurch ein möglichst vollständiges 
Bild der Krystallspecies entwerfen können. 

§ 3. NatnrgesetB der KrystaUbildung. 

Vei^leicht man die verschiedenen Flächen eines Krystalles oder 
einer Krystallspecies, so findet man stets das Gesetz bestätigt, „dass 
wenn darin zwei Kräfte von bekannter Richtung und Grösse als 
Flächen-bildend vorkommen, auch stets die aus jenen beiden gebildete 
mittlere Kraft als Flächen-bildend vorkommen könnet wo man unter 
der mittleren Kraft die Diagonale des aus den f einzelnen Kräften be- 1 
schriebenen Parallelogramms versteht. 

um den Sinn dieses Gesetzes klar zu machen, wollen wir zuerst 
an einem Krystalle zwei Flächen von gleicher physikalischer Beschaffen- 
heit annehmen; wir werden alsdann schliessen können, dass die sie 
bildenden Kräfte gleich gross sind (§ 2); dadurch ist dann die Rich- 
tung der mittleren Kraft bestimmt; diese Kraft wird daher auch an 
dem Krystall als Flächen-bildend vorkommen müssen (also auch eine 
Begränzungsfläche hervorbringen können); eben darum wird sie aber 
nach demselben Gesetz sich mit einer der früheren zusammensetzen 
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können und eine neue mittlere Kraft bilden, und so würde es ohne 
Ende fortgehen, wenn nicht die Natur selbst sich eine Oranze gesetzt 
hätte, indem die Kräfte desto seltener Flächen-bildend werden, über- 
haupt desto weniger die innere Struktur des Erystalls bestimmen, je 
vielfacher die Zusammensetzung ist, durch welche sie entstanden sind. 

Nun fragt sich aber, wie das Gesetz anzuwenden ist, wenn die 
beiden Flächen ungleiche physikalische Eigenschaften haben, also auch 
durch ungleiche Kräfte erzeugt sind. Da man diese Kräfte, eben weil 
sie auch ihrer Art nach uns ganz yerborgen sind, nicht messen kann, 
so muss man eben durch Anwendung jenes (Gesetzes selbst zuerst auf das 
Verhältniss jener Kräfte geführt werden, um danach dann die Richtig- 
keit des Gesetzes weiter zu prüfen. Da nun mit dem wechselnden 
Verhältniss jener Kräfte auch die Richtung der mittleren Kraft wech- 
selt, so muss auch umgekehrt durch die Richtung der mittleren Straft 
das Verhältniss jener Kräfte bestimmt sein. Nimmt man also eine 
ihrer Richtung nach bekannte Kraft, welche zwischen den beiden ur- 
sprünglich gegebenen Kräften liegt, als die mittlere an, so ist dann 
das Verhältniss der ursprünglichen Kräfte bestimmt, und das Gesetz 
kann nun geprüft werden. 

Noch haben wir hierbei zu bemerken, dass das Gesetz keinesweges 
etwas aussagen soll über das wirkliche Verhältniss der Kräfte, sondern 
nur insofern deren Richtungen dadurch bestimmt sind. Für die Grosse 
jener Kräfte hingegen haben wir keinen Maassstab, so dass wir auch 
nicht im Stande sind, für sie ein (besetz au&ustellen. In der That 
reicht aber jenes Gesetz, auch in dieser Beschränktheit, schon hin, um 
dadurch die sämmtlichen Krystallgestalten ihrer Form nach zu entwickeln. 

§ 4. MathematiBOhe Erweiterung des Natargesetaes. 
Es ging aus dem eben aufgestellten Gesetz hervor, dass man die 
aus zwei KnLften des Krystalls gebildete mittlere Kraft wieder mit 
einer der ein&chen Kritfte zusammensetzen und dadurch zu einer Kraft 
gelangen kann, welche ebenfeJls Flächen-bUdend sein muss. Zu dieser 
letzten Kraft würde man sogleich unmittelbar gelangt sein, wenn man 
die ursprüngliche Kraft, welche zweimal ange- 
^ wandt ist, doppelt genonmien, und dann so- 
/ gleich aus dieser doppelten und jener einÜEudien 
/ Kraft zusammengesetzt hätte. Es seien zum 
/ Beispiel ab und ac (Fig. 1) zwei Kräfte, ad 
ihre mittlere Kraft; konstruiert man nun aus 
ad und ab wieder die mittlere Kraft ae, so lehrt der blosse Anblick 
der Figur, dass man zu dieser Kraft ae auch unmittelbar gelangt sein 



Fig. 1. 
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würde, wenn man die Kraft db^ welche zweimal angewandt ist, doppelt 
genommen, nnd diese doppelte EJraft af mit der einfiEM^hen Kraft ac 
zosanmiengeeetzt hätte. Daraus ergiebt sich überhaupt, dass „wenn 
man von zwei gegebenen Kräften aus durch wiederholte Zusanunen- 
setEungen zu einer neuen Kraft f gelangt, man zu derselben Exaft 8 
auch unmittelbar durch einmalige Zusanunensetzung gelangen würde, 
wenn man jede Kraft so viel mal nimmt, als sie bei jenen einzelnen 
Zusammensetzungen im Ganzen yorkommt^^ — 

Geht man femer von drei ursprünglichen ÜLrilften aus, die nicht 
in einer Ebene liegen, und setzt zuerst zwei derselben zusammen, und 
die daraus gebildete mittlere Kraft wieder mit der dritten, so ist die 
so gebildete Kraft die Diagonale eines Spathes*), dessen Kanten den 
ursprünglichen Kräften gleich und parallel sind. Sind zum Beispiel 
ahj ac und ad (Fig. 2) drei ursprüngliche Kräfte, ^^ ^ 

ae die mittlere Kraft zwischen ah und ac, af die >] — -- r- 

mittlere zwischen ae und ad] so hat man nur durch ^pj '^'Y 
die gegenüberstehenden Seiten der Parallelogramme 
(aceb und aedf) paarweise parallele Ebenen zu 
legen, um das Späth zu erhalten, dessen Diagonale 
af ist Man nennt alsdann af die mittlere Kraft 
zwischen den drei Kräften ab, ac und ad. Hier- 
nach kann man nun den soeben für zwei ursprüngliche Kräfte auf- 
gestellten Satz auch auf drei Kräfte ausdehnen. 

Hierbei ist nun noch zu bemerken, dass nach dem vorigen Para- 
graphen zu jeder Ejraft eine ihr gleiche Gregenkraft gehört, und es 
wird also auch gestattet sein, diese Gegenkräfte unter sich oder mit 
den ersteren zusammenzusetzen; da nun gleiche entgegengesetzte Kräfte 
sich bei der Zusammensetzung gegenseitig aufheben, so hat man, um 
anzugeben, wie oft jede der drei gegebenen Kräfte vorkommt, die 
Gegenkräfte jedesmal in Abzug zu stellen. 

Um hier durch eine einfache Bezeichnung die Betrachtung zu er- 
leichtem, wollen wir künftig zum Beispiel unter (532) jede mittlere 
Kraft verstehen, welche zusammengesetzt ist aus dem fünffachen der 
ersten gegebenen Kraft, dem drei&chen der zweiten und dem zwei- 
fiBMshen der dritten Kraft; so dass, wenn wir die verschiedenen derselben 
KrystaUspecies angehSrige EJrafte bezeichnen wollen, jede Zahl, die in 
solchen dreiziffiigen Ausdrücken auf derselben Stelle steht, sich auch 
auf dieselbe Kraft beziehen soll; soll die entgegengesetzte Kraft ge- 
nommen werden, so bezeichnen wir die Zahl mit einem Strich. So 




*) So nenne ich einen von drei Paaren paralleler Flächen begränzten Körper. 
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würde nun zum Beispiel die mittlere Kraft zwischen 531 und 421 
geben 912^ weil die erste Kraft im Ganzen 9-mal; die zweite (3—2)-, 
das heisst 1-mal und die letzte 2-mal vorkommt. Wir nennen diese 
Zahlen selbst die Wiederholungszeiger oder kurz die Zeiger. Die ur- 
sprünglichen Kräfte selbst würden hiemach mit 100, 010, 001 be- 
zeichnet werden müssen. — 

Hiemach würde sich nun das im vorigen Paragraphen aui^estellte 
Naturgesetz so erweitem: ,,Wenn an einem Krystall drei KriLfle als 
Flächen-bildend vorkommen, so muss auch jede andere Kraft, welche 
aus den Vielfachen jener Kraftie selbst oder ihrer Gegenkräfte zusammen- 
gesetzt ist, als Flachen-büdend vorkommen können^^ 

So würde man eine unendliche Anzahl von Kräften erhalten, 
wobei wir uns aber erinnern müssen, dass diese Kräfte um so unter- 
geordneter sind, je zusammengesetzter sie werden; und um hier eine 
festere (kränze zu gewinnen, bemerken wir, dass die Natur bei der 
Bildung jener zusammengesetzten Kräfte selten die Zahl 7 überschreitet 
Auch ist klar, dass, wenn für zwei Kräfte das Yerhaltniss der Wieder- 
holungszeiger dasselbe ist, zum Beispiel 321 und 642, auch beide 
Kräfte dieselbe Richtung haben werden, und da das Gesetz des vorigen 
Paragraphen nur die Richtung der Kräfte bestimmt, nicht ihre Grösse, 
so haben wir hier also nur auf das Yerhaltniss der Wiederholungs- 
zeiger Rücksicht zu nehmen, indem alle durch die obige Ableitung 
erhaltenen Strafte, in denen das Yerhaltniss jener Zeiger dasselbe ist, 
nur ein und dieselbe in dem Krystall wirksame Kraft darstellen. — 

> § 5. Auswahl der uxspxüngliöheii Kräfte* 

Es leuchtet ein, dass weder durch die Annahme einer ursprüng- 
lichen Kraft, noch durch die Annahme zweier, der Krystall allseitig 
bestimmt ist; denn die zusammengesetzten Kräfte, welche aus zwei 
ursprünglichen Kräften und ihren G^enkräften abgeleitet werden können, 
liegen idle in einer Ebene, und würden den Krystall nur nach den 
Richtungen dieser Ebene bestimmen; damit derselbe also allseitig be- 
stimmt sei, sind drei ursprüngliche Ejräfte, die nicht in einer Ebene 
liegen, erforderlich. 

Ist nun durch drei ursprüngliche Kräfte eine Reihe von abgeleiteten 
Kräften bestimmt, so wird man zu derselben Reihe von Kräften ge- 
langen können, wenn man drei beliebige von den abgeleiteten Kräften, 
die nicht in einer Ebene liegen, als ursprüngliche auswählt und aus 
ihnen zusammensetzt, nur dass alsdann natürlich die Wiederholungs- 
zeiger ganz andere werden. Wollte man zum Beispiel die Kräfte (321), 
(531) und (421) als die ursprünglichen ansehen und daraus die KnR 
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432 ableiten, so hätte man nur das Dreifache der ersten Kraft (321) 
mit der entgegengesetzten Ton der zweiten (531) zu yerbinden*). Es 
wird also bei einer gegebenen ErystaUspecies möglich sein, drei be- 
liebige Kräfte (deren Yerhaltniss man dnrch die Richtung zweier abge- 
leiteter Kräfte bestimmt) als die ursprünglichen anzusehen , nur dass 
man bei der einen Annahme einfachere Zahlyerhaltnisse erhält als bei 
der andern. Auch muss man hier besonders darauf achten^ dass, wenn 
gleiche Kmfte auftreten, diese auch schon durch die Art ihrer Zu- 
sammensetzung als gleich erscheinen müssen. 

Es firagt sich nun noch, ob man auch mehr als drei Kräfte als 
ursprüngliche ansehen könne. Nehme ich aber vier von einander un- 
abhängige Kräfte an, das heisst so, dass die vierte nicht durch Zu- 
sammensetzung aus den übrigen erhalten werden kann, so würde durch 
je drei von ihnen der Krystall überall anders bestimmt sein; es würde 
also überall ein Widerstreit entstehen. In der That finden wir stets 
in der Natur nur drei ursprüngliche Kräfte als den Krystall bestinmiend. 

§ 6. Gleioliwerthige Trftger. 

um nun die unendliche Menge der Gestalten, welche sich nach 
dem obigen Gesetze (§ 3 und 4) entwickeln, zu übersehen, so fassen 
wir die Gesammtheit aller vollkommen gleichartigen Flächen einer 
Krystallspecies jedesmal zu einer einzigen Gestalt zusammen, und 
nennen sie eine einfache Gestalt; so dass also jeder Krystall, welcher 
ungleichartige Flächen darbietet, anzusehen ist als zusanmiengesetzt 
aus so vielen einfachen Gestalten, als er verschiedene Arten von Flächen 
darbietet; und es wird hier also zunächst nur darauf ankommen, diese 
einfachen Gestalten darzustellen. 

Jede einfache Gestalt wird nun nach dem eben Gesagten durch 
Kräfte bestimmt sein, welche einander vollkommen gleich sind. Es 
werden aber nur diejenigen Kräfte als vollkommen f gleich angesehen lo 
werden können, welche aus gleichen Elementarkräften, die auch gleiche 
Lage gegen einander haben, auf dieselbe Weise durch Zusanmiensetzung 
entstanden sind. 

um diese Betrachtung rein in das geometrische Gebiet hinüberzu- 
ziehen, wollen wir statt der Flächen-bildenden Kräfte Flächen-tragende 



*) Sollen überhampt die Er&fte (beb), (efg), (^if) als die ursprünglichen an- 
gesehen and daraus die Kraft (Intn) abgeleitet werden, so hat man, um die Zeiger 
x^y^s wa finden, durch die man aus jenen drei Erftffcen die gegebene Kraft (Intn) 
ableiten kann, folgende drei Glelohimgen: 

bx + cy + ^^ ■= ^ c« + fy + Iä = m, ba; + ßy + '^ ■» »• 
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Linien einl&hren, das heisst solche Linien, welche auf den zngehSrigen 
Ebenen senkrecht stehen. Wir nennen diese Linien die Trager ihrer 
Ebenen; die Träger, welche einer einfachen Gestalt angehören, nsam&i 
wir ^eichwerthig, und denken sie uns fOr ein und dieselbe ein£Bdie 
G^estalt gleidi lang. Die sechs Träger, welche den drei Elementar- 
kräften nnd ihren Gegenkräften entsprechen, nennen wir Elementar- 
träger; und je zwei entgegengesetzte zusammengenommen nennen wir 
eine Elementar-Axe oder kurz Aze, und den Verein der drei Azen das 
Axenkreuz. Da die gleiohwerthig6n Träger immer den Tollkommen 
gleichen Kräften entsprechen, so gilt das, was von diesen gesagt wurde, 
auch von jenen, dass zwei Trager nur dann als gleichwerthig angesehen 
werden können, wenn die drei Elementartiäger, aus d^en sie auf 
gleiche Weise durch Zusammensetzung entstanden sind, sich nur dem 
Orte nach, nicht ihrer Grösse und gegenseitigen Li^ nach, unter- 
scheiden. Die erste Bedingung ist also gleiche Art der Zusammen- 
setzung, das heisst Gleichheit der Ze^er; so wfirde zum Beispiel der 
Träger (531) mit dem Träger (315) oder (153) u. s. w. gleiche Art 
der Zusammensetzung haben, indem die Wiederholungszahlen gleich 
sind, und sich nur jedesmal auf drei andere von den sechs Elementar- 
kräften beziehen. — 

Daraus folgt, dass es im Allgemeinen (wenn nämlich nicht mehre 
Trager zusammen&llen) 48 Träger geben muss, welche auf j^idie 
Weise zusammengesetzt sind. Nämlich sind unter den Buchstaben 
B, c, b die Wiederholungszeiger rerstanden, so sind in dem Sinne des 
§ 4 die 48 Träger folgende: 



beb 
bbc 
ebb 
ebb 
bbe 
beb 



beb 
bbe 
eb^ 
cb^ 
bbe 
be^ 



beb 
Üc 
db 
etib 
bk 
beb 



be^ 
bU 
eU 
cü 
bU 
bU 



ich 
Uc 
ebb 
ebb 
iic 
ich 



id 
ibc 
di 
cb^ 



id 
Uc 
c^b 
db 
üc 
beb 



id 
ii>'c 
Ui 
di 

id 



I I I 



Die unter den Eolnmnen gesetzten Punkte nnd Striche drücken 
die Stellung der Striche für jede Kolumne aus^ indem die Punkte die 
Stellen, wo kein Strich ist, bezeichnen sollen. Wir erinnern hierbei 
noch einmal daran, dass die Zahl (die Buchstaben sind hier eben nur 
Zeichen für beliebige Zahlen), welche in diesen Ausdrücken für die 
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Träger auf derselben Stelle steht (zum Beispiel auf der ersten)^ sich 
immer auf denselben Elementartrager^ oder wenn ein Strich darüber 
gesetzt ist, auf den entgegengesetzten bezieht; und wir wollen künftig 
den Elementartrager, auf den sich jedesmal die an der ersten Stelle 
stehende Zahl bezieht, mit b bezeichnen, den der zweiten Stelle ent- 
sprechenden mit c, den dritten mit d, so dass zum Beispiel (532) den 
Trager bedeutet, welcher aus dem fünffachen von ft, dem dreifachen 
von c und dem zweifachen von d zusammengesetzt ist. 

Damit aber zwei Träger gleichwerthig sind, muss ausser der Be- 
dingung, dass die Art der Zusammensetzung f gleich ist, noch die ii 
zweite Bedingung erfüllt werden, dass die drei Elementartrager, aus 
welchen der eine entstanden ist, mit den entsprechenden Elementar- 
trägem, aus welchen der andere auf gleiche Weise entstanden ist, 
gleiche Grösse und gleiche gegenseitige Lage haben müssen (wobei 
die gegenseitige Lage zweier Träger durch den Winkel, den sie ein- 
schliessen, bestimmt ist), so zum Beispiel ist der Träger (321) aus den 
Elementartragem b, Cj d ebenso entstanden wie zum Beispiel der 
Trager* (312) aus den Elementarträgem 6, dj c. Denn indem der 
erstere aus dem dreifachen von &, dem zweifachen von c und dem 
einfachen Träger d zusammengesetzt ist, so ist der letztere aus dem 

dreifachen von b, dem zweifachen von d und dem einfachen Träger c 
zusammengesetzt. Damit also jene Träger gleichwerthig sind, muss c 
gleich d sein, der Winkel zwischen b und c gleich dem zwischen b 
und d, und der zwischen b und d gleich dem zwischen b und c (was 
mit dem vorigen zusammenfallt, da diese letzteren Winkel nur die 
Nebenwinkel der ersten sind). 

üebrigens kann man auch, wenn das Axenkreuz gegeben ist, zu 
jedem Träger sämmtliche gleichwerthige auf folgende Art finden: Man 
nimmt zu dem gegebenen Träger den entgegengesetzten hinzu, und 
bringt nach und nach das Axenkreuz mit jenem Träger-Paar in alle 
Lagen, welche in der Art möglich sind, dass jede spätere jede frühere 
vollkommen deckt, so haben jene beiden Träger nach und nach alle 
Lagen der mit ihnen gleichwerthigen Träger angenommen. 

§ 7. Die Erystallsysteme. 

Welche von den 48 gleichzusammengesetzten Trägem in der That 

gleichwerthig werden, hängt also nach dem vorigen Paragraphen von 

dem Verhaltniss und der gegenseitigen Lage der Elementarazen ab, 

welche die ErystaUspecies bestimmen. In der That gelajigen wir durch 
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diese Betrachtung zu einem Mittel, die unendliche MannigMtigkeit 
der Erystallspecies unter gewisse Ghruppen oder Systeme zu ordnen; 
und fiEUSsen wir alle ErystaÜBpecies, welche dieselbe Reihe von einfochen 
Gestalten geben, die sich nur durch ihre Abmessungen, nicht durch die 
Anzahl ihrer Flachen, Kanten u. s. w. unterscheiden, in ein System 
zusammen, so lasst sich leicht zeigen, dass es nothwendig sechs, aber 
auch nur sechs Erystallsysteme geben muss. 

Es ergiebt sich nämlich zuerst, dass hiernach, wenn für zwei 
Erystallspecies aus den 48 Trägem dieselbe Reihe von gleichwerthigen 
Trägem sich aussondert, auch beide Species einem System angehören 
müssen; weil dann die einfachen Gestalten beider Species sich nur noch 
nach ihren Abmessungen unterscheiden. Es können nun die sämmt- 
lichen 48 Träger von gleicher Zusammensetzung auseinander dadurch 
abgeleitet werden, dass man einestheils nach einander je zwei Zeiger 
umtauscht (zum Beispiel aus Icd macht cbd), andemtheils dass man 
nach und nach statt jedes Zeigers den entgegengesetzten setzt; und es 
fragt sich, wie die Elementarträger beschaffen sein müssen, damit in 
dem einen oder andern Falle gleichwerthige Träger entstehen. 

Soll nun zuerst zum Beispiel der Träger (531) gleichwerthig sein 
mit (351), so muss, da der erstere aus den Elementarträgem h, c, d 
eben so entstanden ist, wie der letztere aus den Elementarträgem 
Cy hj dy zuerst b ^ c sein, und femer der Winkel zwischen b und d 
eben so gross als der zwischen b und c, was man am leichtesten über- 
sieht, wenn maii die Elementarträger, welche denselben Zeiger in beiden 
Ausdrücken haben, unter einander schreibt: also 

b cd 

e bd, 

wo dann je zwei untereinanderstehende Elementarträger sich entsprechen. 

12 Oder überhaupt f soUen zwei Träger, welche sich nur durch die Ver- 

tausehung zweier Elementarträger unterscheiden, gleichwerthig sein, so 

müssen diese beiden Elementarträger gleich sein, und mit dem dritten 

gleiche Winkel bilden. — 

Femer soll zum Beispiel der Träger (531) gleichwerthig sein mit 

(531), so muss, da der erstere aus &, c und d ebenso entstanden ist, 

I 
wie der letztere aus 6, c und d, der Winkel zwischen b und d gleich 

sein dem zwischen b und d!, und ebenso der zwischen c und d gleich 

dem zwischen c und d, was nur der Fall ist, wenn b und c senkrecht 
stehen auf d] überhaupt also, sollen zwei Träger, welche sich nur da- 
durch unterscheiden, dass ein Elementarträger in beiden entgegengesetzt 
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genommen isk, gleichwerÜhig sein, so muBS dieser Mementarträger auf 
den beiden andern zugleich senkrecht stehen. — 

Fassen wir dies beides zusammen, so ergiebt sich also, dass die 
Gleichheit zweier Elementaraxen nnr dann gleichwerthige Trager be- 
dingt, wenn beide zugleich gegen die dritte gleiche Winkel bilden, 
und dass umgekehrt die Gleichheit der Winkel nur dann gleichwerthige 
Tiager hervorruft;, wenn die beiden Axen, welche gegen die dritte 
gleiche Winkel bilden, unter sich gleich sind, und dass ebenso der 
senkrechte Stand der Elementaraxen nur dann zu gleichwerthigen 
Trägem führt, wenn zwei zugleich auf der dritten senkrecht stehen. 

§ 8. UebeT8ioh.t der seoh« Eryatallsysteme. 
Hiernach ei^eben sich nun leicht die sechs Erystallsysteme, welche 
wir nach der halben Anzahl der gleichwerÜiigen Träger, oder was 
dasselbe ist, nach der Zahl der Lagen, in welchen das Axenkreuz sich 
decken kann, benennen: 

1) Wenn alle drei Elementaraxen senkrecht auf einander stehen und 
gleich sind. Alsdann sind alle 48 Trilger gleichwerthig. Das 
System heisst das regehnässige und umfasst nur eine Erystall- 
species. Bringt man das Axenkreuz in verschiedene Lagen, so 
ergiebt sich, dass es 24 verschiedene Lagen giebt, von denen jede 
spätere die frühere deckt; denn zuerst kann man jeden der sechs 
Träger nach oben bringen, und dann jeden der vier wagrechten 
Träger zum Beispiel nach rechts; was also 24 sich gegenseitig 
deckende Lagen giebt; wir nennen dies System daher auch das 
24-zähUge. 

2) ^enn alle drei Axen senkrecht gegeneinander sind, und zwei 
(zum Beispiel c und d) unter einander gleich, die dritte aber ver- 
schieden. Das Axenkreuz giebt dann acht sich gegenseitig deckende 
Lagen; das System heisst daher das achtzählige. 

3) Wenn alle drei Axen senkrecht gegeneinander sind und ungleich: 
das vierzählige System. 

4) Wenn eine Axe senkrecht gegen die beiden andern ist, während 
diese unter einander einen schiefen Winkel bilden. Hierbei können 
nun noch die Axen gleich oder ungleich sein. Aber nach § 7 
bedingt die Gleichheit der Axen nur dann gleichwerthige Trager, 
wenn die gleichen Axen gegen die dritte gleiche Winkel bilden; 
also kann auch hier nur die Gleichheit der beiden Axen, welche 
gegen die dritte senkrecht sind, unter sich also schiefe Winkel 
bilden, in Betracht kommen. Nimmt man diese gleich an, so 
lässt das so gebildete Axenkreuz ebenfalls, wie das vorige, vier 
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18 



Fig. 8. 



sich gegenseitig deckende Lagen zu. In der That sehen wir, 
dass^ wenn wir ans den gleichen Axen (wie in Fig. 3) die mitt- 
leren Trager bilden, wir ganz das Axenkreoz des yorigen Systems 
erhalten, und somit fällt dies System mit dem f vorigen ganz 
zusammen. — Sind die Axen hingegen ui^leich, so gelangen wir 
zum zweizähligen System. 

Wir müssen nun den senkrechten Stand verlassen, da nach 

§ 7 ein senkrechter Winkel keine gleichwerthigen Trager 

hervorruft. 

5) Sind drei Elementarträger unter gleichen (aber nicht rechten) 
Winkeln gegeneinander geneigt und gleich gross, so erhält man 

das sechszählige System. Da nun nach § 7 die 
Gleichheit der Winkel ohne Gleichheit der beid^i 
Axen, welche gleiche Winkel mit der dritten 
bilden, keine gleichwerthigen Träger bedingt, 
so kommt man sogleich zu dem Fall, wo zwei 
Axen gegen die dritte gleiche Winkel bilden 
und untereinander gleich sind. Das so gebildete 
Axenkreuz bietet wieder zwei sich deckende Lagen 
dar, und verwandelt sich, wenn man wieder (wie 
in Fig. 3) statt der beiden gleichen Axen die 
daraus gebildeten mittleren TriLger zu Elementar- 
tn^em wählt, in das Erystallsystem Nr. 4. 

6) Nun lässt sich keine gleiche Beziehung mehr festhalten, welche 
gleichwerthige Träger hervorriefe; man gelangt somit sogleich zum 
einzähligen oder unregelmässigen Systeme, was alle übrigbleiben- 
den Axenverhältnisse in sich schliesst. Von den 48 Trägem 
bleiben nur je zwei entgegengesetzte als gleichwerthig übrig. 




§ 9. HülflNifttse snr Eonatroktion der XrystallgeBtalten. 
1) Nennt man die Stücke der drei Axen, welche in ihrer Zu- 
sammensetzung (in dem Sinne von § 4) einen bestimmten Träger 
geben, die Richtstücke (Koordinaten)*) desselben, so kann man folgen- 
den Satz aufstellen: 

Fig- s. Bei senkrechten Axen verhalten sich die Axen- 

^ abschnitte einer getragenen Ebene umgekehrt wie 
die Richtstücke des Trägers; das heisst, wenn die 
Richtstücke sich zum Beipiel wie 3:4:5 verhalten, 




*) So sind zum Beispiel in Fig. 2 ac, ad nnd ah die 
Richtstücke des Trägers af. 
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Fig. 4. 




80 verhalten sich die entsprechenden Axenstücke, welche durch die ge- 
tragene Ebmie. abgeschnitten werden^ wie j : ^^ : |. Die Richtigkeit dieses 
Satzes ergiebt sich leicht; wenn man dnrch eine Bichtaxe und den 
Trager eine HüUsebene legt. Es sei zum Beispiel aBe ia Fig. 4 eine 
solche Ebene, ae der Trager, Be diejenige Linie in der getragenen 
Ebene, welche zugleich in die Hülfsebene fällt, aB ein 
Axenabschnitt, ab das entsprechende Richtstück; das 
Dreieck aeB ist bei e rechtwinklig, da der Träger ae 
auf der ganzen getragenen Ebene, also auch auf Be senk- 
recht steht; und ebenso ist, da die Axen gegeneinander 
senkrecht sind, eb senkrecht auf £a; also ist nach einem 
bekannten Satz der Geqmetrie ae die mittlere Propor- 
tionale zwischen ab und aB) das heisst also der Trager 
ist die mittlere Proportionale zwischen jedem Axenabschnitt und dem 
entsprechenden Richtstück, woraus immittelbar die Richtigkeit des 
Satzes folgt. 

2) Eine Linie oder Ebene, welche von zwei Trägem Theile ab- 
schneidet, deren Theilzahlen*) gegeben sind, schneidet von dem mitt- 
leren Trager einen Theil ab, dessen Theilzahl die Summe der beiden 
gegebenen ist; ist aber statt des einen getheilten Tragers sein Gegen- 
tr^er f zur Bildung des mittlem Trägers angewandt, so hat man die u 
ihm entsprechende Theilzahl abzuziehen statt zuzuaddiren; das heisst 
also, wenn von den Elementartritgem die Theile 1 : b und 1 : c abge- 
schnitten werden, so wird von dem Ti%er (11) der Theil 1 : (b -f- 0; 
von dem Tri^er (11) der Theil 1 : (b — c) abgeschnitten. 

So zum Beispiel schneidet in Pig. 5 die Linie fg von ac | ab, 
von ab |; es ergiebt sich leicht, dass sie wirklich von ad - , . , das 
heisst ^ abschneidet. Theilt man in der That a& in 7 gleiche Theile, 
und zieht von den Theilungspunkten die 
Parallelen mit fg, so muss die vierte 
Parallele gerade in den Punkt c treffen 
(da ag \ von ac ist, und die Parallelen 
von jeder Linie immer gleiche Theile ab- 
schneiden); nachdem man endlich die 
Parallele von b aus gezogen hat, sind 
von cd j abgeschnitten, es bleiben also ^ -^ 

noch I; theilt man daher den übrigbleibenden Theil der Linie cd noch 
in vier gleiche Theile und zieht die Parallelen, so ist es klar, dass ad 




*) Unter der einem Theile zugehörigen Theilzahl verstehen wir die Zahl, 
welche aoBdrfickt, wie oft der Theil in dem Oanzen enthalten ist 
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durch die sammtlichen Paralleleii in 11 gleiche Theile geiheilt ist. 
Ebenso folgt leicht; dass der Tri^er ae oder 11 in 7 — 4, das heisst 
in drei gleiche Theile getheilt ist. 

Nimmt man nun einen dritten Elementarträger an^ von welchem 
durch dieselbe Ebene das Stück 1 : b abgeschnitten wird^ so leuchtet ein^ 
wenn man nur den eben erwiesenen Satz noch einmal anwendet^ dass 
von dem mittleren Träger zwischen jenen drei Elementartragem das 
Stück 1 : (6 -|- C -[- )>) abgeschnitten wird. Es lässt sich also der Satz 
wortlich ebenso auch für drei Elementarträger aussprechen. 

WoUte man wissen^ den wie vielten Theil die Ebene zum Beispiel 
von einem Träger (111) abschneidet^ so findet man durch Anwendung 
desselben Gesetzes den Theil 1 : (b — c — b).» 

§ 10. Eonstroktion der Gestalten des regelxn&asigen SysteniB. 

Im regelmässigen System sind alle 48 Tn^er^ welche gleiche Zu- 
sammensetzung haben^ auch gleichwerthig. Um die dadurch entstehende 
Gestalt konstruiren zu können, haben wir zunächst die Entfernung gewisser 
ausgezeichneter Punkte der Oberfläche zu suchen. Als ausgezeichnete 
Punkte der Oberfläche heben wir die hervor, worin die Elementarträger 
(Hauptträger) die Oberfläche des Körpers treffen und nennen sie Haupt- 
punkte; femer die, worin die zwischen zwei Elementarträgem liegenden 
mittleren Träger (Zwischenträger) die Oberfläche treffen und nennen 
sie Zwischenpunkte; und endlich nennen wir Aussenpunkte die Punkte, 
worin die zwischen drei Elementarträgem liegenden mittleren Träger 
(Aussenträger) die Oberfläche treffen. Nennen wir nun die Linien vom 
Mittelpunkte bis zur Oberfläche überhaupt Radien, so ergiebt sich von 
selbst, was wir unter Hauptradien, Zwischenradien und Aussenradien 
verstehen. Die Grösse dieser Radien ist nun zuerst zu suchen. 

Es ist im vorigen Paragraphen dargethan, dass die Axenabschnitte 
der getragenen Ebenen sich umgekehrt verhalten wie die entsprechen- 
den Richtstücke der Träger; da nun im regelmässigen System die 
Elementarträger gleich sind, so verhalten sich die Richtstücke eines 
zusammengesetzten Trägers wie die Zeiger desselben, also die Axen- 
abschnitte umgekehrt; also wenn die Zeiger für alle 48 Träger 6, c 
und b sind, so werden die Axenabschnitte sich verhalten wie 1/b : 1/c : 1/b; 
jeder Elementarträger (Hauptträger) kann daher von den 48 getragenen 
Ebenen nur in drei Punkten geschnitten werden, deren Entfernungen 
16 sich wie 1/6 : 1/c : 1/b verhalten. Da wir nun die Träger f so gross oder 
so klein annehmen können, als wir wollen, wenn wir sie nur alle ein- 
ander gleich annehmen, so ist klar, dass wir sie auch so klein an-* 
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nehmen können, dass jene Schnitte wirklich von dem Haupttrager die 
Theile 1/b : 1/c : 1/b abschneiden. — 

Alsdann schneiden die getragenen Ebenen von jedem Zwischen- 
träger solche Theile ab, deren Theilzahlen die Summen und Unter- 
schiede aus je zweien der Zeiger sind; nämlich werden die beiden 
Elementarträger, zwischen denen der Zwischenträger li^, selbst von 
den Ebenen getroffen, so sind die Theilzahlen nach dem zweiten Hülfs- 
satze die Summen der Zeiger; wird aber nur der eine der Elementar- 
träger von den Ebenen geschnitten, während sie von dem andern den 
entgegengesetzten Träger treffen, so werden nach demselben Satze die 
Theilzahlen den Unterschieden gleich sein. Es wird also im Allge- 
meinen sechs solcher Schnittpunkte auf jedem Zwischenträger geben 
(wenn nicht einige davon zusammenfallen). Endlich wird der Aussen- 
träger in vier Punkten geschnitten, deren Theilzahlen der Summe der 
drei Zeiger und den Ueberschüssen je zweier Zeiger über den dritten 
gleich sind. Die erstere Theilzahl findet nach dem dritten Hülfssatze 
statt, wenn die Ebene die drei Elementarträger selbst schneidet, zwi- 
schen denen der Aussenträger liegt; hingegen die letzteren, wenn sie 
einen (oder auch zwei) derselben nur in ihrer entgegengesetzten Rich- 
tung schneidet. 

Um nun zu wissen, welche von diesen Punkten überall wirklich 
Punkte der Oberfläche bilden, haben wir noch eine Unbestimmtheit 
au&uheben, welche bei der Konstruktion einer Qestalt, wenn die Träger 
gegeben sind, statt findet. Wenn sich nämlich zwei getragene Ebenen 
schneiden, so entstehen vier an einer gemeinschaftlichen Durchschnitts- 
linie liegende Winkel, von denen wir den nach dem Mittelpunkt sich 
öffnenden Winkel den erhobenen Winkel, den nach der entgegen- 
gesetzten Seite liegenden den vertieften Winkel nennen können. Setzen 
wir nun fest, dass man die getragenen Ebenen nie so verbinden soll, 
dass vertiefte Winkel entstehen, so ist jetzt die Art der Begränzung 
genau bestimmt. Bei jedem vertieften Winkel wird offenbar die Er- 
weiterung jeder Fläche, die ihn bilden hilft, in das Innere des Körpers 
gehen, was bei erhobenen Winkeln nie der Fall sein kann. 

Daraus folgt sogleich, dass von all den Punkten, worin ein vom 
Mittelpunkt ausgehender Strahl von den Ebenen der Gestalt geschnitten 
wird, immer nur derjenige ein Punkt in der Oberfläche sein kann, 
welcher dem Mittelpunkt zunächst liegt, indem in jedem andern Fall 
Ebenen ins Innere der Gestalt hineingehen, also vertiefte Kanten vor- 
kommen würden. Ist also 6 der grösste und b der kleinste Zeiger, so 
ergiebt sich, dass von den drei Punkten auf dem Hauptträger, der, 
welcher um 1 : b von dem Mittelpunkte entfernt liegt, ein Punkt der 

Qraiimann, Werke, n. 2. 9 
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Oberfläche oder ein Hauptpunkt sein wird, was wir auch so ausdrücken 
können, dass der Hauptradius 1 : 6 vom Hauptträger ist; ebenso er- 
giebt sich, dass der Zwischenradius 1 : (b + vom Zwischenträger, und 
der Aussenradius l:(6 + c + i>) vom Aussenträger ist, alles für den 
Fall, dass die Trager so klein angenommen sind, wie es oben voraus- 
gesetzt wurde. 

In jedem Hauptpunkt (h) stossen nothwendig acht Flächen zu- 
sammen, nämlich alle die, worin der Elementarträger, in welchem der 
Hauptpunkt liegt, den Zeiger 6 hat (denn nur von diesen Flächen wird 
jener Trager in der Entfernung l:b geschnitten)*); da femer von dem 
16 Zwischentrager der Theil f 1 : (b + c) abgeschnitten wird, so stossen in 
jedem Zwischenpunkt {0) die Flächen zusammen, wo die Elementarträger, 
zwischen denen jener Zwischenträger liegt, die Zeiger b und c haben. 
Deren giebt es aber vier; zum Beispiel in dem Zwischenpunkt, der 
dem Träger 110 angehört, stossen zusammen die Flächen: 

beb, bcD, ebb, ebo. 

Endlich in jedem Aussenpunkte stossen alle sechs Flächen zusammen, 
welche die Elementarträger schneiden, zwischen denen er li^, zum 
Beispiel in dem Aussenpunkt (a), der zum Tn^er 111 gehört, stossen 

die Flächen 

beb, bbc, ebb, ebb, bbe, beb 

zusammen. Diese Punkte bilden also die Eckpunkte des gesuchten 
Körpers. 

Suchen wir die Kanten der ihn begränzenden Figuren, so werden 
wir nur je zwei Flächen aufzusuchen haben, welche durch zwei solche 
Punkte zugleich gehen. Unter den oben aufgezählten Flächen, welche 
in h zusammenstossen, finden wir nun zwei, die auch in z zusammen- 

stossen, nämlich beb und beb. . Diese beiden Flächen bilden also eine 
Kante hz] und überhaupt wird jede Kante hz von zwei solcheir FUlchen 
gebildet, die sich nur dadurch unterscheiden, dass der kleinste Zeiger 
entgegengesetzt genommen ist; ebenso werden in ha zwei solche 
Flächen zusammenstossen, die sich nur durch die Vertauschung der 
beiden kleinsten Zeiger, und in za, die sich durch die Yertauschung 
der beiden grössten Zeiger unterscheiden^. 



*) Zum Beispiel in dem Hauptpimkte, welcher dem Träger (100) angehört, 
stossen die Flächen: 

beb, beb, beb, beb, bbc, bbe, bbc, bbc 
zusammen. 

'**) Alle diese Verhältnisse stellt Fig. 11 anschaulich dar. 
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Die Figuren ; welche den Körper umgiünzen; sind daher Dreiecke^ 
von denen jedes zwischen drei Punkten h, a und e liegt. Die Kon- 
struktion eines solchen Dreiecks hat nun keine Schwierigkeit mehr, 
sobald die Zeiger gegeben sind. Es seien die Zeiger zum Beispiel 
5, 3, 2; so sind die Entfernungen der Eckpunkte in dem oben ange- 
gebenen SLone jy j, ^^ welche man aber, da es nur auf das Yerhältniss 
ankommt, mit einer beliebigen Zahl (wenn nur alle mit derselben) 
multipliciren kann. Für die TTebersicht der verschiedenen Gestalten 
des regelmässigen Systems erscheint es am bequemsten, ihnen allen 
einen gleichen Zwischenradius zu geben, wir machen diesen daher dem 

Fig. 6 b. 



Fig. 6» 





Fig. 6 c 




Zwischentrager gleich und multipliciren daher jene Brüche mit 8, so 
wird also der Hauptradius f vom Haupttnlger, der Aussenradius ^ 
oder ^ vom AussentriLger betragen. Sind nun in Fig. 6 a die Linien 
mb und mc zwei Haupt£rager, also mz ihr Zwischenträger, und in 
Fig. 6b md der dritte gegen mz senkrechte Haupttnlger, also me der 
zugehörige Aussentiäger, so findet man mh und ma durch die in der 
Figur angedeutete Theilung, und zieht man dann hz, ha und ajs, so 
hat man hierdurch die drei Seiten des gesuchten Dreiecks, was in 
Fig. 6 c noch besonders konstruirt ist. 

Würde man 48 solche Dreiecke zusammenfügen, so dass immer je 
acht in h zusammenliegen, je sechs in a und je yier in ;?, so würde 
man den ganzen Körper konstmiren, welchen man nach der Anzahl 
seiner Begränzungsflächen den Achtundvierzigflächner (Tetrakontaoktaeder) 
nennt. 

Fig. 11 stellt den Achtundvierzigflächner dar, und zwar wie er 
dem in einer Hauptaxe befindlichen Auge (hier in der Hauptaxe 100) 
erscheint. Für die Zeichnung desselben ist ebenMb das Yerhältniss 
532 zu Grunde gelegt, und nur für diesen besonderen Fall (wie über- 
haupt für jeden FaU, wo der erste Zeiger der Summe der beiden 

9* 
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andern gleich wird) erscheinen zwei von den in a zusammenstossenden 
Kanten wie eine gerade Linie. Jede Fläche verdeckt eine auf der 
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untern Seite liegende Fläche^ deren Bezeichnung man sogleich erhalt, 
wenn man die voranstehenden Zeiger mit einem Striche versieht; so 
zum Beispiel wird von der Ebene bbc die Ebene bbc verdeckt. 

17 § 11. Ableitung der übrigen Erysttfllgestalten aus dem 

Aohtnndvierzigfl&ohner. 

1) Werden von den Zeigern einige unter sich gleich, oder gleich 
Null, so feilen einige Träger, und also auch ihre getragenen Flachen, 
zusammen. Ist zuerst b »s c^ wie zum Beispiel bei der Gestalt (221), 
so fallen je zwei Tiuger, die sich nur durch die Yertauschung jener 
beiden Zeiger unterscheiden, zusammen; es fallt also die Kante ea weg^ 
welche eben von zwei solchen Ebenen gebildet wurde; in z werden 
also nur halb so viel, das heisst also zwei Ebenen, zusammenstossen, 
in ü wird also keine Ecke mehr sein, sondern es wird nur eine Kante 
hindurchgehen; in« dem Dreieck hza wird daher bei z ein rechter 
Winkel sein und zwei solche Dreiecke, die in za aneinander gel^ 
werden, bilden dann ein gleichschenkliges Dreieck, wovon immer je 
drei in a zusammenstossen. — Man nennt diese Gestalt Pyramiden- 
oktaeder, weil sie als ein Oktaeder angesehen werden kann, über dessen 
Flächen Pyramiden errichtet sind. 
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2) Wird c=b wie in der Gestalt (211), so fallen je zwei Trager, welche 
sich nur durch die Vertauschung dieser kleineren Zeiger unterscheiden, zu- 
sammen, es fallt also die Kante ha weg, so dass in h und a nur halb so viel 
Flächen (also dort vier, hier drei) zusammenstossen; je zwei Dreiecke setzen 
sich in ha zu einem Viereck zusammen. Die Gestalt heisst Leuzit-Gestalt. 

3) Wird b s» wie in der Gestalt (210), so fallen je zwei Trager 
zusammen, in denen der kleinste Zeiger entgegengesetzt war, das heisst 
es fallt die Kante he weg, und es bleiben somit in h vier Flachen, in 
z nur zwei, woraus sogleich folgt, dass das Dreieck hecr in g recht- 
winklig ist, und dass sich zwei solche Dreiecke in he zu einem gleich- 
schenkligen Dreieck zusammensetzen. Diese Gestalt hat wie die beiden 
vorigen 24 Flächen und heisst Pyramidenwürfel. 

4) Werden alle drei Zeiger gleich, so fidlen je sechs Flächen zu- 
sammen, die sich durch Vertauschung der drei Zeiger unterscheiden, 
also yersehwinden alle Ecken in a, also auch alle darin zusammen- 
laufenden Kanten, somit stossen in e nur noch zwei, in h vier Flächen 
zusammen; da also der Winkel hea wieder ein rechter wird, so setzen 
sich die sechs Dreiecke zu einem gleichseitigen Dreieck zusammen, und 
acht solche gleichseitige Dreiecke bilden das Oktaeder. 

5) Wird b = und b = c wie bei der Gestalt (HO), so fallen 
alle Träger zusammen, worin b und e vertauscht sind (ohne Bücksicht 
auf b), das heisst, es fällt die Ecke ganz weg und die vier Dreiecke 
setzen sich zu einem Rhombus zusammen. Diese zwölf Rhomben geben 
somit das Rhombendodekaeder. 

6) Werden endlich zwei Zeiger null, so fallen alle in h zusammen- 
stossenden Flächen in eine zusammen, und bilden, wie sich unmittelbar 
ergiebt, ein Quadrat. Sechs solche Quadrate bilden dann den Würfel. 

Anm. Man übersieht leicht, dass, wenn man ans der BegiAnzungsfigor 
durch wiederholtes Aneinanderfdgen die G^talt zusammensetzen will, man sich 
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dazu eines Netzes bedienen kann, in welchem die Begränzungsflächen so viel wie 
möglich in der Ordnung liegen, wie sie an einander glänzen. Fig. 15 stellt ein 
solches Netz för den Würfel, Fig. 16 fCLr's Rhombendodekaeder, Fig. 17 für's 
Oktaeder dar; und auf diese drei Netze lassen sich die der übrigen Körper dieses 
Systems leicht zurückführen. 

§ 12. HalbgeBtalten. 

Von den bisher aufgestellten sieben ein&chen Gestalien enÜmlt 
jede alle möglichen gleichwerthigen Träger, weshalb wir sie yollzahlige 
18 Gestalten nennen. Oft geschieht es aber, dass in f der Natnr auf eine 
regelmässige Weise die Hälfte der Flächen yerschwindet, indem die 
andere Hälfte die erstere gleichsam überwächst. Dies geschieht aber 
immer nach dem Gesetz, dass entweder die einzelnen Flachen oder die 
entsprechenden Flächengruppen abwechselnd hervortreten und ver- 
schwinden, das heisst so, dass im ersten Falle nie zwei aneinander- 
gränzende Fachen, im letzteren nie zwei aneinandergränzende Flächen- 
gruppen an derselben Gestalt hervortreten oder verschwinden. — 

Daraus folgt, dass beim Würfel keine Abwechselung nach einzelnen 
Flächen statt finden könne, indem, wenn man die vier an eine Fläche 
angränzenden Fachen auslassen will, diese sich schon untereinander 
begränzen, was dem Gesetz widerstreitet; und aus demselben Grunde 
auch nicht beim Rhombendodekaeder (wie überhaupt solche durch Ab- 
wechselung der Flächen entstehenden Halbgestalten bei keinem Körper 
denkbar sind, welcher dreikantige Ecken darbietet). Beim Oktaeder 
geben die abwechselnden Flächen ein Tetraeder, das heisst einen von 
vier gleichseitigen Dreicken umgränzten Körper, wie sich aus der Be- 
trachtung des Oktaeders leicht ergiebt, wenn man die abwechselnden 
Flächen erweitert, bis sie sich gegenseitig schneid^!. 

Bei allen Gestalten nun, in welchen eine Fläche des Oktaeders 
durch eine Flächengruppe ersetzt wird, das heisst beim Pyramiden- 
oktaeder, der Leuzitgestalt und dem Achtundvierzigflächner, lassen sich 
entsprechende Halbgestalten denken, in denen jene Flächengruppen ab- 
wechseln, und welche wir, da sie aus dem Tetraeder hervorgehen, 
tetraedrische Halbgestalten nennen wollen. Beim Pyramidenwürfel 
geben die abwechselnden Flächen (siehe § 13) eine von zwölf Fünf- 
ecken umgränzte Gestalt, welche sich beim Achtundvierzigflächner in 
je zwei Vierecke brechen. Endlich giebt der Achtundvierzigflächner 
selbst eine nach einzelnen Flächen wechselnde Halbgestali 

§ 13. EonBtraktion der Halbgestalten. 
Die Konstruktion der Halbgestalten knüpfen wir wieder an die 
drei Halbgestalten des Achtundvierzigflächners. Bei der tetraedrischen 
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oder I, und auch in 

Fig. 6 b. 




Halbgestalt desselben wechseln die an den Aussenpunkten liegenden 
Flachengruppen. Betrachten wir zuerst einen Aussenpunkt, an welchem 
sammtliche Flächen yerschwinden sollen^ so tritt an dem durch diesen 
Punkt gehenden Aussentrager^ sobald jene Flachen verschwunden sind, 
statt dieses Punktes der nächstliegende von den vier Punkten, in 
welchem jeder Aussenträger von den Ebenen geschnitten wird, als 
Funkt der Oberfläche hervor; die Entfernung dieses Punktes betragt 
nach § 10 1 : (6 + C — b) von dem Aussenträger, oder für den dort er- 
wähnten Fall, nachdem mit 8 multiplicirt ist, f 
diesem Punkte, den wir mit o^ bezeichnen wollen, 
treten sechs Flächen zusammen. Man hat daher 
nur in Fig. 6 b ajer zu verlängern, bis sie den an- 
granzenden Aussenträger (^ne^) in 64 schneidet 
(was in der Entfernung 3 geschehen wird); und 
ebenso hat man in dem Dreieck hza {Fig. 6c} a^; 
um das eben gefundene Stück za^ zu verlängern 
und o^A zu ziehen, so werden 24 solche Dreiecke, 
wovon in a und a^ immer sechs, in h hingegen 
vier znsammenstossen, die gesuchte Halbgestalt 
geben. 

Leicht findet man, wie sich beim Pyramiden- "* 

Oktaeder je zwei solche Dreiecke in a^a zu einem Viereck, bei der Leuzit- 
gestalt in aA zu einem gleichschenkligen Dreieck zusammensetzen müssen, 
indem im letzteren Falle bei h zwei rechte Winkel zusammenkommen. 
Beim Oktaeder hingegen fallen dann alle sechs in a 
zusammenstossende Flächen in ein gleichseitiges Drei- 
eck zusammen und vier solche Dreiecke geben dann 
eben das f Tetraeder. — 

Um nun die zweite Halbgestalt des Achtund- 
vierzigflächners zu konstruiren, in welcher die in he 
zusammenstossenden Flächenpaare abwechseln, be- 
merken wir, dass in jedem Punkt z nur noch zwei 
Flächen zusammenstossen, also der Punkt z nicht mehr Eckpunkt 
bleibt; wir haben daher die Linie hz in Fig. 6a über z hinaus zu 
verlängern; La dem anstossenden Hauptpunkt verschwinden die Flächen, 
welche den Zwischenträger in z schneiden; wir haben daher den 
nächsten Punkt z^ zu suchen, worin die Flächen ihn schneiden; die Ent- 
fernung dieses Punktes ist nach § 10 1 : (b + b) vom Zwischenträger, 
oder nachdem man für die besondere Gestalt (532) noch mit 8 multi- 
plicirt hat f , verbindet man nun den so gefundenen Punkt z^ mit dem 
anstossenden Hauptpunkt, so erhalt man die Kante, welche in diesem 



Fig. 6». 
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Fig. 6 a. 



Fig. 7. 




Hauptpunkt statt der yerschwindenden Kaute h0 erscheint. Der Punkt 
s also^ wo sich beide Kanten schneiden, wird der Eckpunkt sein, der 
statt erscheint. Hiemach hat man alle Elemente zur Konstruktion. 
Man verlängert nun in dem Dreieck hza, Jiz um das gefundene Stück 
zSy zieht as und errichtet nun über ah das Dreieck ahs^ zu welchem 
man die Seite as aus Fig. 7 selbst, die Seite hs aus Fig. 6a kennt"^). 

Solcher Vierecke setzt man alsdann 
24 so zusammen, dass je vier in h 
und ebenso in Sj je drei aber in a 
zusammentreffen. 

Beim Pyramidenwürfel fallt die 
Kante hs weg; und indem dadurch 
der Winkel bei h sich in einen 
Rechten verwandelt, setzen sich je 
zwei solche Vierecke in hs zu einem Fünfeck zusammen, und zwölf 
solche Fünfecke bilden dann die Halbgestalt, wovon in s nur noch, 
wie in a, drei Flächen zusammentreffen. 

Es bleibt nun noch die dritte Halbgestalt des Achtundvierzig- 
flächners, welche durch Abwechselung der einzelnen Flachen entsteht. 
Ueber jeder der verschwindenden Flächen wird offenbar ein neuer Eck- 
punkt entstehen, der von den drei umgränzenden Flächen gebildet 
wird, und den wir n nennen wollen. Statt jeder Kante des Dreiecks 
hea treten also zwei sich in n schneidende Spanten auf; es würde sich 
also das Dreieck in ein Sechseck verwandeln; da aber in jedem der 
drei Punkte h^ e und a nur halb so viel Flächen, also in e nur zwei 
erscheinen, so verschwindet die Ecke in g^ wodurch sich das Sechseck 
(wie in Fig. 7) in ein Fünfeck verwandelt. Um nun dies Fünfeck zu 
konstruiren, könnten wir untersuchen, in welchem Punkt jede der fünf 
Flächen, welche das Fünfeck herausschneiden, die gegenüberstehende Seite 
des Dreiecks hae schnitte, wodurch sich dann die Richtux^ der fünf 
Seiten ergeben würde; aber wir haben nur nöthig, dies von der durch 
z gehenden Fläche zu untersuchen, indem wir den Punkt bestinunen, 
worin diese die Seite ha schneidet. Wir werden dazu auf Fig. 6 b 
oder deren Wiederholung in Fig. 8 zurückgehen müssen; die durch ß 
gehende Fläche wird, wie sich durch ihre Lage leicht ergiebt, die 
Träger mh und ma^ welche nach den Endpunkten von ha gehen, nicht 
mehr in den dem Mittelpunkt zunächst liegenden Durchschnittspunkten 
treffen, sondern in denen, welche zunächst darauf folgen, das heisst 



*) DasB die beiden Linien as in Fig. 7 wirklich gleich sein müssen, eigiebt 
sich aus der gleichen Konstruktion, durch welche sie erfolgen müssen. 
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rig. 8. 




den Haupttrilger in — , den Aussenträger in ^ . _. oder für unsem 

Fall (nachdem mit 8 multiplicirt ist) jenen in f, diesen in f oder | 
schneiden. Bezeichnen wir diese Linie mit A^a^^ 
so ergiebt sich^ dass für diesen Fall h^a^ mit ha 
parallel ist, denn während ha jene Linien in den 
Entfernungen | und j schneidet^ so schneidet h^ai 
sie in f und ^, da also jene Linien in gleichem Yer- 
haltniss geschnitten werden^ so ist ha parallel mit ^ 
h^a^ nnd jene Ebene schneidet also ha gar nicht; 
also ist auch far diesen Fall die durch js gehende 
Seite des Fünfecks mit ha parallel*), um mm 
das Fünfeck zu konstruiren, haben wir uns nur zu 
erinnern, dass hier wie bei der vorigen Halbgestalt 
in jedem Punkte a drei abwechselnde FEchen zusammenstossen, dass 
also die neuentstehenden Kanten in a hier ganze gleiche Lage haben 
werden wie dort. Daraus ergiebt sich folgende in Fig. 7 dargestellte 
Konstruktion: Man zieht durch is eine Parallele mit ha, mg. 7. 
welche 5a in n schneidet, trägt jsn auch nach der andern 
Seite ab, zieht hn, und trägt hn von h aus nach as ab, 
so ist nhnana das gesuchte Fünfeck. Yierundzwanzig 
solcher Fünfecke bilden dann die gesuchte Halbgestalt. — 
Nun konnte es noch möglicher Weise von diesen 
Halbgestalten wieder Halbgestalten geben, die also Yier- 
telsgestalten von den vollzähligen Krystallgestalten wären. In der That 
giebt es solche Yiertelsgestalt vom Achtundvierzigflächner, welche aus 
allen drei Halbgestalten desselben abgeleitet werden kann, und welche 
von zwölf Fünfecken begräozt ist. Ihre Konstruktion erfolgt nach den- 
selben Principien, wie die der früheren Halbgestalten. 

§ 14. ZusammengesetflEte Gestalten. 

Es lassen sich aus diesen ein&chen Gestalten nun die mannig- 
faltigsten Kombinationen denken, und so gelangen wir zu einer unend- 
lichen Mannigfaltigkeit von Gestalten, indem ja alle Gestalten des 
regelmässigen Systems einer Krystallspecies angehören, und also aUe 
möglicherweise an einem und demselben KrystaU hervortreten können. 

um ein Beispiel einer solchen Yerbindung zu geben, wählen wir 
den Würfel und das Oktaeder; herrscht hier der Würfel vor, so werden 

^ Anm. Dies findet überhaupt statt, wenn der grösste Zeiger so gross ist, 
als die beiden andern zusammengenommen. Ist dies nicht der Fall, so mnss man 
^e^ und ha verlängern, bis sie sich schneiden, und dann weiter konstruiren. 
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die Oktaederflachen nur dessen Ecken abschneiden^ und umgekehrt, 
wenn das Oktaeder vorherrscht. Herrscht keines von beiden vor, so 
schneiden sie sich gegenseitig ihre Kanten weg, und man erhält einen 
von sechs Quadraten und acht gleichseitigen Dreiecken umgranzten 
Korper (das Kubo-Oktaeder). 

Besonders häufig sind in der Natur die Kombinationen aus Würfel; 
Oktaeder und Rhombendodekaeder, wo das Bhombendodekaeder die 
Kanten der beiden ersteren abschneidet. So zeigt sich diese Verbindung 
zum Beispiel besonders schön am Alaun, wo das Oktaeder vorherrscht, 
dessen Kanten durch Bhombendodekaederflächen, und dessen Ecken 
durch Würfelflächen abgeschnitten sind. — 

Die Konstruktion aller solcher Gestalten bietet nun nach dem 
Obigen keine Schwierigkeiten mehr dar, und bedarf keiner weiteren 



§ 15. Das aohtzählige System. 
Da hier nur zwei Axen gleich, alle aber gegen einander senkrecht 
sind, so erhalten wir sämmtliche gleichwerthige Träger durch Ver- 
tauschimg der gleichen Axen und durch Verwandlung eines jeden 
Trägers in den entgegengesetzten. Wenn daher der voranstehende 
Zeiger sich stets auf die ungleiche Axe bezieht, so giebt es folgende 
gleichwerthige Träger: 

beb bcö bbc boc bco beb bbe bbc 

beb beb bbe bbe beb beb bbc bbe, 
Si wobei die Träger so geordnet sind, wie sie nebeneinander liegen. 

Für jede KrystaUspecies muss das Verhältniss der ungleichen Axe 
zu einer der gleichen gegeben sein. Es sei das Verhältniss (was alle- 
mal ein irrationales ist) m : n; so werden ffir den Träger (beb) die 
Bichtstücke sich verhalten wie b . m : e . n : b . n, also die Axenabschnitte 

der i?etrai?enen Ebene wie r — : : r — : nehmen wir daher för die 

Konstruktion die Axen im umgekehrten Verhältniss, und nennen die 
ungleiche die Hauptaxe, die gleichen Nebenaxen, so wird, wenn von 
der Hauptaxe -g- durch die getragenen Ebenen abgeschnitten wird, von 

den Nebenaxen — und y abgeschnitten; es werden die letzteren also 
in zwei Punkten geschnitten, von denen, weun c grosser ist als b, nur 
der erstere l—\ als Punkt der Oberfläche erscheint. Auch die zwi- 
schen zwei Nebenaxen liegende Zwischenaxe wird in zwei Punkten ge- 
schnitten, deren Entfernungen —rri "^^ "HTb ^^° ^®^ Zwischenaxe 
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betragen, von denen aber wiederum nur der erste ein Punkt der Ober- 
fläche wird. Die Aussenaxe können wir ganz übergehen, da sie keine 
ausgezeichneten Punkte der Oberfläche darbietet. Wir benennen den 
Punkt {der Hauptaxe} wieder mit h, den der Nebenaxe mit n und 
den der Zwischenaxe mit sf, — 

Es ist unmittelbar klar, dass in h acht Flächen zusammenstossen, 
in n und in aber vier. Die Konstruktion eines solchen Dreiecks 
hne ergiebt sich nun leicht, und da die Linien ne in einer Ebene 
liegen, so erhalten wir eine achtseitige Doppelpyramide. — Diese ver- 
wandelt sich, wenn die an [hz] gränzenden Flächen in eine Ebene fallen 
(das heisst c = b wird), oder wenn die an hn gränzenden Flächen 
zusammenfallen (das heisst b = wird), in eine quadratische Doppel- 
pyramide, im ersteren Falle in schräger Stellung, im letzteren in 
gerader. Oder wenn die oberen Träger mit den unteren zusammen- 
fallen (das heisst b = wird), so verwandelt sie sich in eine acht- 
kantige Säule, und wenn diese Bedingung mit einer der vorigen zu- 
gleich eintritt, in eine quadratische Säule in schräger oder gerader 
Stellung. Wenn endlich c und b gleich werden, so fallen alle acht 
in h zusammentreffenden Flächen in eine Ebene zusammen und man 
erhält eine Schicht. — 

Alle diese einfachen Gestalten treten nun in mannigfache Verbin- 
dungen und bilden oft vielfach zusanmiengesetzte Gestalten. — 

Das achtzählige System zeichnet sich aus durch eine grosse Beihe 
von Halbgestalten; die achtseitige Doppelpyramide lässt deren sechs zu. 
Denn es können zuerst die in 0, oder die in n, oder die in zn zusammen- 
stossenden Flächengruppen sich abwechseln; in allen drei Fällen erhält 
man, wie leicht zu sehen ist, vierseitige 
Doppelpyramiden, in den ersten beiden 
Fällen rhombische, im letzten eine qua- 
dratische. Femer können die in hn oder 
in hjs zusammenstossenden Flächenpaare 
wechseln. Dann wird auf den Neben- 
axen oder auf den Zwischenaxen) da 
beide von den sämmtlichen gleichwer- 
thigen Flächen getroffen werden, ab- 
wechselnd der mthere und der entferntere 
Punkt getroffen, und die Konstruktion 
liefert in beiden Fällen einen von acht 
Dreiecken umschlossenen Körper, dessen Mittelkanten die Ebene der 
Nebenaxen durchschneiden. Durch Abwechselung der einzelnen Flächen 
gelangt man endlich zu der letzten Halbgestalt, einem von acht Vierecken 
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umgranzten Körper (einem Skalenoeder) , dessen acht Mittelkanten die 
Ebene der Nebenaxen durchschneiden. Alle diese Verhältnisse über- 
sieht man leicht aus Fig. 12^ wo eine achtseitige Pyramide, in der 
Richtung der Hauptaxe gesehen, dargestellt ist. 



22 



§ 16. Das viersählige System. 
Da hier alle Axen senkrecht gegen einander, aber ungleich sind, 
so werden nur diejenigen Träger gleichwerthig sein, welche sich nur 
dadurch unterscheiden, dass statt eines beliebigen Elementartragers sein 
Gegenträger genommen wird. In der Ordnung, in welcher sie neben- 
einander liegen, aufgestellt, sind die gleichwerthigen Träger folgende: 

beb beb beb beb 



icb b 



cb 



i'ci 



b 



cb. 



Fig. 18. 



Auch hier sind die drei Axen für die Konstruktion im umgekehrten 
Yerhältniss zu nehmen wie die ursprünglichen Träger. Jede der sechs 
Halbaxen wird nur einmal geschnitten und zwar von vier Flächen; die 
Ecken sind also alle Tierkantig und liegen in den Axen selbst. Man 
erhält somit eine rhombische Doppelpyramide (das heisst deren Grund- 
fläche ein Rhombus ist), welche sich, wenn ein Zeiger null wird, in 

eine rhombische Säule, imd wenn zwei 
Zeiger null werden, in eine Schicht ver- 
wandelt. — 

Die rhombische Doppelpyramide bietet 
durch Abwechselimg der einzelnen Flächen 
eine Halbgestalt dar, nämlich einen von 
yier ungleichseitigen Dreiecken umschlosse- 
nen Körper. Ein solches Dreieck erhalt 
man leicht, wenn man in dem Dreieck der vollzähligen Gestalt durch 
jede Ecke eine Parallele mit der gegenüberstehenden Seite ziehi 
Fig. 13 stellt eine rhombische Pyramide dar, wie sie dem in einer 
Axe befindlichen Auge erscheint 




§ 18. VollEählige Gtestalten des seohsBfthligen Systems. 
Da die drei Elementarträger bei dem sechszahligen System ein- 
ander gleich sind imd gleiche Winkel einschliessen, so werden alle 
diejenigen Träger gleichwerthig sein, welche sich nur durch die Yer- 
tauschui^ zweier Elementartniger unterscheiden; (dass ausserdem je 
zwei entgegengesetzte Trilger gleichwerthig sind, versteht sich von 
selbst). Unter den 48 Trägem von gleicher Zusammensetzung giebt 
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Fig. 9 b. 



Fig. 9 a. 



es daher hier zwölf gleichwerthige Trager. Für die Gestalt (6cb) 
sind es folgende: 

beb bbc ebb beb bbc ebb 

beb boe ebb beb bbe ebb. 
Es entspringt fOr dies System eine eigenthümliche Schwierigkeit daraus^ 
dasB die Elementaraxen schiefwinklig sind, und wir also von dem Ge- 
setze § 9, 1 keine Anwendni^ machen können^ wenn wir nicht die 
Azen anf rechtwinklige zurückfuhren. Wenn wir zu diesem Ende den 
zwischen den drei gleichen Elementarträgem liegenden mittleren Träger 
nebst seinem Gegenträger zu einer der senkrechten Azen machen^ 
welche wir Hauptaxe nennen^ so werden die beiden andern in einer 
dagegen senkrechten Ebene^ der Aequatorebene, liegen müssen; und es 
ist klar, dass die Elementarträger sowohl gegen die Hauptaxe, als gegen 
die Aequatorebene gleich geneigt sind. 

Es sei nun mb Fig. 9a ein Elementarträger, ^mb der gegebene 
Winkel, welchen die Elementarträger mit der Hauptaxe bilden, also m^ 
die B^auptaxe, mB sei senkrecht gegen m^; so werde ich, wenn ich 
die Lothe bB imd b^ ziehe, mb ansehen können als den mittleren 
Träger zwischen mB und mS^. 
Denke ich mir nun von allen 
Elementarträgem und von ihren P 
Gegenträgem (jedesmal vom 
Endpunkte aus) Lothe auf die 
Aequatorebene gefällt, so werden 
sie dieselbe in sechs Punkten 

schneiden, welche alle vom Mit- * ^^ ^ / \ i 23 

telpunkt m so weit entfernt 
liegen, als mB in Fig. 9 lang 
ist, und die wir alle mit den entsprechenden grossen Buchstaben be- 
zeichnen. Fig. 9 b stellt hiemach die Aequatorebene dar. Wir nennen 
hier die Linien BB u. s. w. Nebenaxen, und es ist klar, dass sie sich 
unter gleichen Winkeln schneiden. 

um nun alles auf drei senkrechte Axen zurückzuführen, ist nur 
noch nöthig, auf einer der Nebenaxen zum Beispiel BB eine Senk- 
rechte zu errichten, und die Punkte C, D, G, 1) zu verbinden. Diese 
Verbindungslinien durchschneiden nämlich jene beiden senkrechten 
Axen unter rechten Winkeln und halbiren zugleich die beiden Halb- 
axen mB und mB. Daher kann mC angesehen werden als zusammen- 
gesetzt aus mE oder jmB und aus mQ, und die übrigen auf ent- 
sprechende Weise. Die sechs Elementarträger sind somit auf drei 
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senkrechte Axen znrückgeftihrt; und zwar ist^ wenn wir jeden Trager 
mit seinem Endbuchstaben bezeichnen^ b zusammengesetzt aus B und ^, 
c aus jB, Q und ^; d endlich aus jB, Q und ?ß, und die entgegen- 
gesetzten Träger sind eben so aus den entgegengesetzten Linien zu- 
sammengesetzt. Betrachte ich nun ii^end einen aus den Elementar- 
trägem zusammengesetzten Träger (beb) (wo sich^ wie in allen solchen 
Ausdrücken^ die voranstehende Zahl [hier 6] allemal auf die b-Axe, die 
folgende Zahl auf die c-Axe beziehen soU)^ so habe ich^ um diesen 
Träger durch die senkrechten Axen auszudrücken^ nur zu untersuchen, 
wie ofb jede derselben zur Zusammensetzung angewandt ist. So soll 
nun b 6-mal vorkommen; b selbst aber ist aus B und $ zusammen- 
gesetzt^ folglich kommen beide 6-mal vor; eben so ist c zusammen- 

I 
gesetzt aus jB, Q imd ^, alle drei kommen also c-mal vor^ endlich, 

da d aus \B, q und ^ zusammengesetzt ist^ so kommen diese alle 
b-mal vor. — Folglich wird ^ im Ganzen (6 -|- C -|- b)-mal angewandt, 
B hingegen (6 — jC — j b)-mal und 3 endlich (c — b)-mal. Es werden 
also, da nim die Bichtaxen senkrecht sind, die Axenabschnitte der 
getragenen Ebene sich umgekehrt verhalten, wie diese Richtstücke, 

also wie 

1 1 1 

^(b + c + b) • 5(b-ic-.ib) -SCc-b)* 

Nehmen wir nun das Verhältniss der drei Axen mP, mB, mZ um- 
gekehrt wie das der vorherigen Axen (wobei wir also mB unverändert 
lassen), so werden die Abschnitte sich verhalten wie 

P B Z 

b + c-f-b*~b — ic— ib'c — b' 

Die Konstruktion der Punkte P und Z wird, wie in Fig. 9 a und b 

leicht bewerkstelligt, indem man 
dort BP senkrecht zieht gegen 
mby und hier CZ senkrecht 
gegen mC, 

Um nun die sämmÜichen 
Schnitte der zwölf Ebenen mit 
den Axen zu erhalten, nehmen 
wir wieder vorläufig die Träger 
so kurz an, dass die getragenen 
Ebenen wirklich durch die 

Punkte y j-^ _j-r u. s. w. gehen. Alsdann werden offenbar sechs Ebenen 

durch den Punkt r-^- — -p^ gehen und sechs durch den eni^egenge- 



Fig. 9 b. 



Fig. 9 a. 




Digitized by 



Google 



§ 18. Vollzählige Gestalten des sechszähligen Systems. 143 

Setzten; wir nennen diese Punkte Pole und bezeichnen sie mit p und p, 
wobei wir p den Nordpol, und p den Südpol nennen können. Jede 
Nebenaxe wird hingegen im Allgemeinen in sechs Punkten geschnitten, 

luunlich in 

N N N 

b — ic — ib^ c — ib — ib' b— 45 — ic' 

und in den drei entgegengesetzten ._. __.. u. s. w., wo wir unter 

N jede beliebige der Nebenazen verstehen, also B, C oder 2). 

Wenn hier übrigens die Zahlen, welche subtrabirt werden sollen, 
grösser sind, als die, wovon subtrahirt wird, so ist dies ein Zeichen, 
dass der Durchschnitt die eni^egengesetzte Halbaxe trifft;. Ist zum 
Beispiel b der grösste und b der kleinste Zeiger, wie wir dies immer 

voraussetzen, so wird dieser Fall bei dem letzten Schnitt r — r^ r- 

' b — |b — |c 

N 

immer eintreten und wir schreiben deshalb statt dessen besser , . , , r ; 

^b + ^c — b' 

um zugleich die Brüche j f wegzuschaffen, können wir Zähler und 24 

Nenner jener Ausdrücke mit zwei multipliciren. 

Sonach sind die sechs Schnitte folgende: 

2N 2N 2N 



2b — c — b 2c — b — b b + c — 2b 

2J^ 2J^ 2N 

2 b — c — b 2c — b — b b + c — 2b' 

Der Ausdruck (2 c — 6 — b) wird null, wenn, wie beim Träger (753), 
die unterschiede je zweier aufeinander folgender Zeiger gleich sind; 
er bleibt grösser als Null, wenn, wie bei (752), der erste Unterschied 
kleiner ist, als der zweite; im entgegengesetzten Falle wird er kleiner 
als Null, und wir haben dann mit dem zweiten Schnitt dieselbe Ver- 
änderung vorzunehmen wie mit dem dritten. In jedem solchen Punkte 
stossen aber zwei Ebenen zusammen, zum Beispiel in dem ersten die 
Ebenen beb und bbc (überhaupt die, worin die in jenen Ausdrücken 
abzuziehenden Zeiger die zweite und dritte Stelle einnehmen). Es 
bilden also jene Punkte keine Ecken, sondern nur die Durchgangs- 
punkte der von den Polen ausgehenden Kanten durch den Aequator; 
und zwar werden die drei Schnitte der ersten Reihe von den nord- 
polaren Kanten gebildet, die der zweiten von den südpolaren. Indem 
nun jede dem Mittelpunkte näher liegende Kante die entferntere, wenn 
sie durch dieselbe Halbaxe geht, verdrängt, so werden durch jene Halb- 
axe zwei Kanten hindurchgehen, eine nordpolare und eine südpolare; 
denn von den drei Schnitten, welche jede Halbaxe (N) treffen, ver- 
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drangt der Schnitt 2^^: (2b — c — b) den andern nordpolaren Schnitt; 
wir bezeichnen diesen Punkt mit n, hingegen den Punkt 2N: (b + c — 2b) 
mit n. Also ist 

2^" I 2N 

n = rv r, n = 



2b — c — b^ b + c — 2b 

Als besonderen Fall haben wir hier den hervorzuheben, wo n 
und n zusammenfallen^ dies wird nämlich der Fall sein, wenn die 
unterschiede je zweier aufeinander folgender Zeiger gleich sind. 

Die Schnitte mit der dritten Art Axen (Z), die wir Zwischenaxen 
nennen, könnten wir zwar für die Konstruktion entbehren; aber doch 
wird es die Uebersicht sehr erleichtem, wenn wir auch sie in Betracht 
ziehen. Der Durchschnitt der Ebene (beb) mit der Axe Z in Fig. 9b 

ieuid sich gleich — -r ; also die sämmtlichen sechs Schnitte einer jeden 

Zwischenaxe (denn deren sind auch drei denkbar) werden sein: 

z z z 

b — c c— b b — b' 

A A A 

b — c c — b b — b" 

In jedem solchen Punkte stossen ebenfaUs zwei Ebenen zusammen, 

z ' ' j 

zum Beispiel in dem letzteren ^— r die Ebenen ebb und ebb, von 

denen die eine dem Nordpol, die andere dem Südpol angehört. Es 
sind also jene Punkte nur Durchschnittspunkte der Kanten (Bandkanten) 
mit dem Aequator. Es ist klar, dass hier die Kante, welche durch 

den Punkt g^^ geht, die übrigen verdrängt, da dies der dem Mittel- 
punkt zuiulchst liegende Punkt sein wird. Wir bezeichnen diesen 
Punkt mit und konstruiren alle Gestalten so, dass dieser Punkt £ 
ihnen gemeinschaftlich wird. Damit dieser Punkt in Z selbst falle, 
multipliciren wir alle jene Ausdrücke für jp, w, n und mit (b — b) 
und erhalten somit: 

26 Hiernach ergiebt sich nun die Konstruktion für jeden einzehien 

Fall sehr leicht, wenn wir nur noch bemerken, dass die nord- und die 
südpolare Kante, welche durch dieselbe Halbaxe gehen, da^ wo sie sich 
durchschneiden, eine yierkantige Ecke bilden, die wir mit r oder r be- 
zeichnen, je nachdem sie auf der Nord- oder Südseite des Aequators 
liegt. Es sei nun die Gestalt 431 zu konstruiren, so ist 

I 
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Viff. 10». 




Hiernach Bind die Punkte p, n, n in Fig. 10a und b konstruirt. Man 

ziehe nun zunächst pn, pn in Fig. 10a und nn in Fig. lOb, und 

konstruire daraus das Dreieck pnn Fig. lOa Dann ziehe man in 

Fig. 10a die Linien pn und pn, und verlängere diese , wie auch die 

von p aus gezogenen Linien, bis sie sich in 

r und r schneiden und trage dann pr und pr 

in Fig. 10c ab; so ist prr eins der Dreiecke, 

was die (Gestalt begranzt. Zwölf solche Drei- 

ecke, wovon sechs in p, und je vier in r 

und r zusammentreffen; umgrimzen dann die 

ganze Gestalt. 

Man nennt diese Gfestalt; deren Rand- 
kanten (rr) den Aequator schneiden^ ein Ska- 
lenoeder; was sich för den besonderen Fall, 
dass n und n zusammenfiEdlen (s. oben); in eine 
sechsseitige Doppelpyramide verwandelt. — 

Wir haben in der ganzen bisherigen Entwickelung nur solche zu- 
sammengesetzte Träger betrachtet; deren Elementartrager demselben 
Pole angehörten. Anders verhalt es sich zum 

Beispiel mit der Gestalt ocb. Die zwölf gleich- 
werthigen Trager würden wir hier erhalten, 
wenn wir in der obigen Zusammenstellung h 
überall entgegengesetzt nehmen (das heisst statt 

i hier schreiben b; und statt h hier b). — 
Dadurch werden alle oben dargestellten Ausdrücke sich so verändern; 
dass auch in ihnen b entgegengesetzt zu nehmen ist; das heisst^ wo es 
dort hinzuzuaddiren war; es hier zu subtrahiren ist und umgekehrt. 
Doch hat man dann noch immer wieder zu unter- 
suchen; welche Kante die andere verdrangt; und 
wenn man dies alles gehörig in Erwägung zieht; so 
wird man erhalten: *- 

b + c 




c + b- 



2N. 




" 2b + c-fb 

Es ist hier noch der Fall zu erwähnen; wo p ganz verachwindet^ 
und die Flächen abo der Hauptaze parallel werden; das ist luLmlich 
der Fall; wenn die Zahl; mit welcher P dividirt werden musS; um p 
zu erhalten; null wird; das heisst; wenn die Zeiger; die dem Nordpol 
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zngehören, zuBammen eben so gross sind als der dem Südpol zuge- 
hörige, zum Beispiel in der Gestalt 532. Alsdann verwandelt sich das 

Skalenoeder in eine zwölfkantige Säule. 
Fallen die in einer Polarkante zosam- 
menstossenden Flachen zusammen, so 
verwandelt sich das Skalenoeder in einen 
von sechs Bhomben umschlossenenEörper 
(Bhomboeder); fedlen die Ebenen zu bei- 
den Seiten einer Bandkante zusammen, 
so erhalt man eine sechskantige Säule; 
fallen endlich die Flächen um p zusammen, 
so erhält man eine Schicht. — 

Fig. 14 stellt ein Skalenoeder dar, 
in der Richtung der Hauptaxe gesehen, die Punkte r und r muss 
man sich abwechsehid über imd unter der Aequatorebene denken. 
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§ 19. Halbgestalten des seohssahligen Systems. 
Das Skalenoeder Uefert zwei Halbgestalten, indem entweder die 
an den Bandkanten liegenden Flächenpaare wechseln, oder die einzelnen 
26 Flächen selbst. Im letzteren Falle erhält man f ein Bhomboeder, im 
ersteren ein von sechs Vierecken umschlossenes Skalenoeder. Wenn 
das vollzählige Skalenoeder in eine sechsseitige Doppelpyramide über- 
geht, so verwandelt sich das halbzählige Skalenoeder in eine dreiseitige 
Doppelpyramide; geht aber jenes in eine zwölf kantige Säule über, so 
verwandelt sich dies in eine sechskantige Säule mit abwechselnd schär- 
feren und stumpferen Kanten, während das Bhomboeder in eine regel- 
mässige sechskantige Säule übergeht Alles dies wie auch die Kon- 
struktion dieser Gestalten ei^iebt sich leicht, wenn man das früher 
dargestellte Yer&hren auf diesen Fall konsequent anwendet. 

§ 20. Das sweisählige und das eiimähllge System. 
Beide Systeme geben keine einfachen, geschlossenen Gestalten 
mehr, sondern das erste nur rhombische Säulen und Schichten, das 
letzte nur Schichten. Desto reichhaltiger sind aber die Verbindungen 
verschiedener ein£Ekcher G^talten, welche demselben Axenverhaltniss 
zugehören. Die unendliche MannigfEdtigkeit dieser zusammengesetzten 
Gestalten gestattet keine allgemeine Darstellung mehr, während in jedem 
einzelnen Falle die Verhaltnisse sich nach der für die andern Systeme 
entwickelten Methode darlegen. 
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IL Neue Theorie der Elektrodynamik. 



Von 

Hermann Grassmann. 



Poggendorffs Annalen der Physik und Chemie, Bd. 64, Erstes Stuck, S. 1—18 (1845). 



Es ist bekannt; dass sich die bewegenden Wirkungen, welche 
elektrische Ströme oder Magnete auf einander oder die einen auf die 
andern üben^ so weit sich bisher unsere Beobachtungen erstrecken^ aus 
Einer Voraussetzung ableiten lassen. Das Gebiet, auf welchem sich 
jene Beobachtungen bewegen, laset aber noch, wie ich hernach zeigen 
werde, für die Annahme der gegenseitigen Einwirkung zweier Strom- 
theile einen freien Spielraum übrig. Indem ich nun die Amp^re'sche 
Annahme, nach welcher, wie es sein muss, die gegenseitige Einwirkung 
zweier unendlich kleinen Stromtheile zu Ghnnde gelegt wird, einer 
genaueren Prüfung unterwarf, so ergab sich mir dieselbe als höchst 
unwahrscheinlich; und indem ich zuiwchst das Willkürliche in jener 
Annahme fortzuschaffen suchte, so bot sich mir eine andere Annahme 
dar, welche die elektrodynamischen Erscheinungen, so weit sie in den 
Kreis der bisher angestellten Beobachtungen fallen, mit gleicher Ge- 
nauigkeit darstellt, welche aber sowohl durch die Einfstchheit der zu 
Grunde gelegten Formel, als auch durch die vollkommene Analogie 
mit allen andern bewegenden E!räften den höchsten Grad der Wahr- 
scheinlichkeit besitzt 

Ich habe schon angedeutet, dass diese neue Annahme, auf alle 
bisher beobachteten Erscheinungen angewandt, dieselben Resultate 
liefert, wie die Amp^re'sche; hingegen giebt es ein Gebiet der Er- 
scheinungen, auf welchem nach beiden Annahmen oft gerade die ent- 
gegengesetzten Erfolge eintreten müssten, und welches daher von Seiten 
der t Erfahrung her die einzige Entscheidung über die Richtigkeit der 2 
einen oder der andern Annahme liefern würde. Es ist diess, wie ich 
am Schlüsse dieser Abhandlung zeigen werde, das Gebiet der Strömungen, 

10* 
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welche durch freie^ an den Enden einer Leitung aufgehäufte (entgegen- 
gesetzte) Elektricitaten hervorgebracht werden^ also das Gebiet der 
durch Maschinenelektricitat hervorgerufenen Strömungen. 

Die Versuche^ welche man bisher auf diesem Gebiete angestellt 
hat; um elektrodynamische Wirkungen, wie zum Beispiel die Ablenkung 
einer Magnetnadel^ nachzuweisen, sind sehr weit davon entfernt, die 
Differenz beider Hypothesen irgend wie hervortreten zu lassen. Auch 
stellen sich solchen Versuchen, welche diess leisten können, bisher noch 
bedeutende Schwierigkeiten entgegen. Dennoch scheint es mir wichtig, 
eine Hypothese als wahrscheinlich nachzuweisen, welche die Erfolge 
vorhersagen würde, die bei feineren Instrumenten und genaueren 
Beobachtungen eintreten müssten. Eine solche Annahme würde ein 
leitendes Princip werden, wonach von geübter Hand vielleicht bald 
entscheidende Versuche angestellt werden könnten. Es sei mir daher 
erlaubt, hier diese neue Annahme abzuleiten, und geübteren Physikern 
zur Prüfung vorzulegen. 

1) Alle Versuche, welche bisher in Bezug auf elektrodynamische 
Erscheinungen angestellt sind, sind entweder mit geschlossenen Strömen 
angestellt, oder doch mit solchen Strömen, die wie geschlossene an- 
gesehen werden können*). Diese Versuche bestehen darin, dass man 
entweder die gegenseitigen Einwirkungen zweier geschlossener Ströme 

S beobachtet, oder dass man einen Theil f eines geschlossenen Stromes 
beweglich macht, und theils die Einwirkung beobachtet, welche er 
durch den ganzen Strom, dem er angehört, erleidet, theils die Aendemng 
dieser Einwirkung, welche erfolgt^ wenn noch ein anderer geschlossener 
Strom hinzutritt Da nun dadurch, dass man einen Theil eines Stromes 
beweglich macht, die Wirkung, welche der ganze Strom hervorruft^ 
nicht geändert wird, so erstrecken sich die bisher angestellten Versuche 
nur auf die Wirkungen, welche geschlossene Ströme üben, sei es nun 
auf andere geschlossene Ströme oder auf Stromtheile. Hingegen hat 
man keinen Versuch angestellt, um die Wirkung eines Stromtheils zu 
prüfen, weder die, welche er auf einen geschlossenen Strom, noch die, 
welche er auf einen andern Stromtheil übt. 

2) Daher musste Ampere, um zu seiner Formel zu gelangen, 
mit den Ergebnissen der Beobachtung eine willkürliche Annahme ver- 
binden. Die Annahme, welche er zu diesem Ende macht, ist für den 

*) Dahin gehören die Ablenkungen der Magnetnadel durch EnÜadnngen 
einer Batterie, wobei einestheÜB die zahlreichen Umwindnngen des MnltiplikatorB, 
anderentheÜB die N&he der niir durch die Dicke des Glases getrennten Elektricitaten, 
welche ausgeglichen werden, die Ströme, ihren beobachtungsf&higen Wirkungen 
nach, den geschlossenen Strömungen gleich machen. 
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ersten Anblick eine hSchst ein&che und natorgemässe; nämlich dass 
zwei unendlich kleine Stromtheile längs der ihre Mitten verbindenden 
geraden Linie anf einander wirken, also entweder anziehend oder ab- 
stossend im eigentlichen Sinne. 

Vermöge dieser Annahme gelangt nun Ampere von den Ergeb- 
nissen der Beobachtung aus mit Nothwendigkeit zu seiner Ghmndformel, 
nach welcher die Eraft, mit der ein unendlich kleiner Stromtheil a 
auf einen anderen b anziehend wirkt, proportional ist dem Ausdrucke: 

(1) -j (2 cos « — 3 cos a cos ß), 

wo a und b die Stromelemente, das heisst, die mit den Stromungs- 
intensiföten multiplicirten unendlich kleinen Linientheile sind, in 
welchen sich die Ströme bewegen, r die Entfernung der Mittelpunkte 
dieser Linientheile von einander, s den Winkel zwischen beiden Strom- 
iheilen, a und ß die Winkel bedenten, welche diese Stromtheile 
a und b beziehlich mit dem Strahle bilden, welcher von dem Mittel* 4 
punkte eines dieser Stromtheile durch den des andern gezogen 
werden kann. 

3) Schon die verwickelte Gestalt dieser Formel muss einen Ver- 
dacht gegen sie erregen. Dieser Verdacht muss noch gesteigert werden, 
wenn man sie anzuwenden versucht Betrachtet man zum Beispiel den 
einfachsten Fall, dass beide Stromtheile parallel, also a >= 0, a »» /} 
seien, so geht der Ampere 'sehe Ausdruck über in: 

(1*) ^(2-3coB»«), 

woraus hervorgeht, dass wenn cos^a gleich |, oder, was auf dasselbe 
hinauskonunt, wenn cos 2 a gleich ~ ist, das heisst, wenn der Mittel- 
punkt des angezogenen Elementes auf einer Eegeloberfläche liegt, 
deren Spitze in dem anziehenden Elemente, und deren Winkel an der 
Spitze zum Cosinus \ hat, keine Einwirkung erfolgt, innerhalb der- 
selben AbstoBsimg, ausserhalb Anziehung stattfindet. Dies Ergebniss 
hat in der That zu wenig Wahrscheinlichkeit, als dass man nicht 
gegen die Annahme, aus welcher es hervorgeht, einen Verdacht schöpfen 
sollte, so sehr dieselbe auch dem Scheine nach durch die Analogie 
aller übrigen Kräfte vertreten sein mag. 

Dazu kommt, dass die Anwendung jener Analogie auf unser Gebiet 
als eine wenig begründete erscheint. Denn bei allen anderen Ej'äften 
nnd es ursprünglich punktartige Elemente, das heisst, Elemente ohne 
bestimmte Richtungen, welche auf einander wirken, und bei diesen 
lässt sich die Nothwendigkeit der gegenseitigen Wirkung längs ihrer 
Verbindungslinie sogar a priori ableiten; was berechtigt uns aber, 
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diese Analogie auf ein ganz fremdartiges Gebiet^ auf welchem die Ele- 
mente mit bestimmten Bicbtungen begabt sind^ zu übertragen? Auch 
spricht die Formel selbst, welche keineswegs etwa der Formel für die 
Anziehung durch Gravitation ähnlich ist, es deutlich genug aus, dass 
die Analogie in dieser Weise nicht stattfindet. 

4) Ich gebe daher, ohne zunächst eine willkür]jiche Voraussetzung 
zu machen, davon aus, das Willkürliche der Ampere'schen Hypothese 
auszuscheiden, wobei ich, wie es geschehen muss, annehme, dass diese 
Hypothese, so weit sie durch Versuche bisher geprüft ist, das heisst, 
so weit sie sich auf die Anziehungen bezieht, welche geschlossene 
Strome auf andere Ströme oder Stromtheile üben, vollkommen be- 
währt sei. 

Es ergiebt sich zuerst leicht, dass man alle Erscheinungen, welche 
innerhalb des soeben bezeichneten Gebietes liegen, ableiten kann, wenn 
man die Einwirkung kennt, welche ein Winkelstrom, das heisst ein 
unendlicher Strom, welcher einen Winkel durchströmt, auf ein Strom- 
element übt, dessen Mittelpunkt in der Ebene des Winkels liegt. Denn 
erstens kann ich jeden geschlossenen oder nicht geschlossenen Strom 
ansehen als zusammengesetzt aus solchen Stromelementen, und zweitens 
kann ich jeden geschlossenen Strom ab ein von dem Strome durch- 
flossenes Polygon, dieses Polygon aber, als zusammengesetzt aus 
Wiokelströmen, welche die Aussenwinkel desselben bilden, ansehen, 
wobei ich nur aus der Erfahrung voraussetze, dass gleich starke ein- 
ander entgegengesetzte Ströme, welche durch denselben Leiter fliessen, 
sich einander aufheben. 

So zum Beispiel kann ich den Strom abc (Fig. 1) ansehen als 
zusammengesetzt aus den drei Winkelströmen fad, dbe, ecf. Endlich 

kann ich, indem ich von der Mitte des 

Flg. 1. 

angezogenen Elementes einen Strahl 
durch den Scheitel des Winkelstromes 
lege, diesen in zwei Winkelströme zer- 
legen, deren jeder mit der Mitte des 
angezogenen Elementes in derselben 
Ebene liegt. Es kommt also, um aus 
der Ampere'schen Formel das Will- 
kürliche fortzuschaffen, nur darauf an, 
aus ihr die Wirkung eines Winkelstromes 
auf ein derselben Ebene anliegendes 
Element abzuleiten. 
5) Aus der Ampere'schen Formel folgt sogleich, dass die Ein- 
6 Wirkung, welche ein Element durch ein anderes f erfährt, wenn beide 
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Elemente niclit in derselben Ebene liegen, gleich ist der Einwirkung, 
welche die senkrechte Projektion des ersteren auf die durch seine Mitte 
und das letztere gelegte Ebene durch dasselbe Element erföhrt. Diese 
Beziehung wird also auch fOr unseren Fall fortbestehen; und wir haben 
somit nur noch die Wirkung eines Winkelstromes auf ein Element 
derselben Ebene, also zunächst die eines durchströmten Strahles auf 
ein solches Element zu suchen. Diese Wirkung können wir in eine 
längs dem Elemente und in eine senkrecht dagegen erfolgende zerlegen. 
6) Für diese Langswirkung ergiebt sich, dass sie von der Rich- 
tung des Strahles unabhängig ist*), also f fOr einen Winkelstrom 7 
eben so gross ist, als ob beide Strahlen zusammenfielen, das heisst 
gleich NuU ist Daraus folgt, dass die Wirkung, welche ein Winkel- 
strom auf ein seiner Ebene anliegendes Element übt, senkrecht gegen 
das letztere in dieser Ebene erfolgt, worin, beiläufig bemerkt, liegt^ 



ng. s. 



*) Denn man hat ans Amperes Formel, wenn ds ein Element des Strahles 
(in der Bichtong des Strahles genommen) ist, und i die Intensität der StrOmnng 
ist, welche von dem Anfangspunkt des 
Strahles aus diesen durchlänft, fOr die 
Anziehung, welche diess Element anf das 
Stromelement b nach dessen Ungsrich- 
tung übt, den Ausdruck: 

j^- cos ^ (2 cos e — 8 cos a cos ß). 

Wenn femer l das Loth von der Mitte 
des angezogenen auf die Linie des an- 
ziehenden Elementes ist (siehe Fig. 2) ds 
gleich 

— d(l cot a) 



Ida 



r^da 

während c = a — ß, dß ==^ da ist. 
Dadurch wird der obige Ausdruck 




ib 



integrirt giebt: 



•y (oos'ß cos ada ^ 2 sin a sin ß cos ßdß), 
— sin a cos' ß. 



D^udt man die Integration über den ganzen Strahl aus, und setzt schliesslich 
a, ßy r insbesondere als die dem Anfangspunkte des Strahles zugehörigen Werthe, 
so erhält man, statt l wieder sein Werth r sin a gesetzt, den Ausdruck: 

r ^ 

far die Längswirkung des Strahles, welche somit von «, also von der Bichtung 
des Strahles, unabhängig ist. 
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da68 die Wirkang eines beliebigen geschlossenen Stromes auf ein Strom- 
element stets senkrecht gegen das letztere erfolgt 

7) Die gegen das angezogene Element senkrechte Bewegung, welche 
ihm nach Amperes Formel durch einen mit jenem Elemente in 
derselben Ebene liegenden durchströmten Strahl mitgetheilt wird, ei^ebt 
sich als aus zwei GUiedem bestehend^ deren eines von der Richtung 
des anziehenden Strahles unabhängig ist, und also bei der Annahme 
von Winkebtromen verschwindet, und deren anderes 

(2) *>cotia*) 

ist, wo r die Entfernung des Elementes vom Anfangspunkte des Strahles 
8 und a der Winkel ist, welchen der f Strahl mit dem von seinem An- 
ÜErngspunkte durch das Element gezogenen Strahle bildet, wo \ die 
senkrechte Projektion des Elementes auf die durch seine Mitte und 
den Strahl gelegte Ebene ist, i aber die IntensitiLt des den Strahl durch- 



*)• Nämlich mit Beibehaltang der obigen Bezeichnung ist die Wirknng eines 
Elementes ids des den Strahl durchlaufenden Stromes auf das Stromelement 6, 
nach der gegen das letztere senkrechten Richtnng gleich: 



was wieder, da 



r' 



sin /} (2 cos £ — 8 cos a cos /}), 



also 



ds da , ,^ - 



2 cos e s cos s -f cos (a — ß) 
m 

—- (cos e sin fidß — 2 cos a am ß cos ßdfi -f sin'ß sin ada)^ 



ist, übergeht in 
f(c< 
nnd also integrirt giebt: 



p [cos £ cos ^ -f cos « sin'^] ; 

und diess liefert, wenn die Integration über den ganzen Strahl ausgedehnt wird, 
und die Bezeichnungen der veränderlichen GrOssen (a, ß) jetzt auf ihre für den 
Anfangspunkt des Strahles eintretenden Werthe beschränkt werden, den Ausdruck: 

-=^ [1 + COB £ cos /J + cos a sin"/J] , 

indem im unendlichen a 180® wird und ß in 180® — £ übergeht. Setzt man 
endlich statt { und £ ihre Werthe r sin a und (a — |9), zieht das dann sich ent- 
wickelnde Glied cos a cos' ß mit cos a sin' ß in Ein Glied cos a zusammen, und 
setzt statt (1 -f cos a) : sin a seinen Werth cot \a, so erhält man: 

— ^ (cot ^a + sin ß cos p), 

wo das zweite Glied von a, das heisst von der Richtnng des anziehenden 
Strahles unabhängig ist. 
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laufenden Stromes ausdrückt^ und wo endlich das Stromelement sich 
nach seiner rechten oder linken Seite hin bewegt^ je nachdem der 
Strom in dem Strahle demjenigen ^ welcher, von ihm aus das Element 
beilachtet, zur rechten oder zur linken Hand fortlauft. 

EUeraus folgt die Wirkung eines Winkelstromes, dessen Schenkel 
die Winkel a und a mit dem durch das angezogene Element geführten 
Strahle bilden, gleich: 

(3) *A(cot|«-cot|aO- 

Hieraus folgt^ beiläufig bemerkt^ dass die Grosse der Bewegung, welche 
ein Stromelement von einem in gleicher Ebene mit ihm liegenden 
Strome erfährt, unabhängig ist von der Richtung dieses Elementes, 
aber stets senkrecht g^en dasselbe nach derselben Seite hin erfolgt. 

8) Der gefundene Ausdruck (3) für die Wirkung eines Winkel- 
stromes enthält nun, da diese Wirkung sich wenigstens annaherungs- 

I weise durch Versuche nachweisen lasst, nichts Hypothetisches mehr 

I zugleich enthält er die Resultate der Beobachtungen, da sie sich alle 

I auf die Wirkung von Winkelströmen zurückführen lassen, vollständig 

in sich, und kann daher als Grundlage einer jeden Hypothese über die 
I gegenseitige Einwirkung der f Stromelemente dienen. Da nun dieser 9 

Ausdruck aus zwei Gliedern besteht, von denen das eine durch die 
I Lage des Einen Strahles und das andere eben so durch die des andern 

I bedingt ist, so erscheint es durchaus als das Ein&chste, diese Glieder 

als Ausdrücke für die Wirkungen der einzelnen Strahlen zu nehmen, 
das heisst, den Ausdruck (2) als den wirklichen Ausdruck ftlr die An- 
ziehung eines durchströmten Strahles zu setzen. In der That bringt 
jede andere Annahme etwas Fremdartiges in die Formel hinein, und 
erscheint daher als eine erkünstelte. 

Ich lege daher jenen Ausdruck (2) nämlich 

^cotia 
r * 

als Ausdruck für die Wirkung eines Strahles in dem oben naher dar- 
gelegten Sinne für die folgende Entwicklxmg zu Grunde. 

9) Von hier aus gelangen wir sogleich zu der gegenseitigen Ein- 
wirkung zweier Stromelemente, indem wir das anziehende Strom- 
element ids als Vereinigung zweier durchströmter Strahlen auffassen 
können, welche die Richtung und Intensität (i) dieses Elementes haben, 
und von denen der eine in gleicher Richtung mit dem Element, der 
andere in entg^engesetzter von dem (positiven) Strome durchflössen 
wird, während der erste den Anfangspunkt des Elementes zu seinem 
Anfangspunkte hat, der letzte den Endpunkt 
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Man erhalt dann 
(4) ^ sin cc 



r' 



als Ausdruck der Wirkung, welche ein Stromelement a auf ein anderes, 
um r von ihm entferntes 6 übt, dessen senkrechte Projektion auf die durch 
a und r gelegte Ebene b^ ist, wahrend a den Winkel darstellt, welchen 

a mit dem nach b hin gezogenen 

^ ^* j Strahle bildet; und zwar erfolgt die 

/ Bewegung senkrecht gegen b (oder 

/ &i) in der durch a und r gelegten 

/ ^ Ebene nach derjenigen Seite hin, 

ßy/^ iiÄch welcher 'der Schenkel a des 

yK Winkels a von f dem andern Schen- 

y^ \ kel aus betrachtet liegt (siehe 

^X / i Kg. 2)*). 

y^ j r 10) Betrachten wir zunächst die 
y^ / I gegenseitigen Einwirkungen zweier 
ä ^ Stromelemente a und 6, deren Ver- 
langerungen sich schneiden, so ist 
klar, dass man beide Bewegungen, da sie gegen die sich bewegenden 
Stromelemente senkrecht sind, als durch Schwenkung der beiden geraden 
Linien, denen die Stromelemente angehören, um den Durchschnitts- 
punkt bewirkt ansehen kann. Dann ist der Winkel, um welchen sich 
eine der Linien, etwa die, welcher b angehört, schwenkt, gleich der 
Bewegung des Elementes dividirt durch die Entfernung (Jß) dieses 
Elementes von jenem Durchschnitte, also gleich: 
/cc\ a6 ßin « afesinj jjaijv 

Diese Formel lehrt, dass die Strahlen, in welchen beide Elemente 
liegen, bei der Bewegung einen gleichen Winkel zu beschreiben trachten, 
wahrend ihr Durchschnittspunkt derselbe bleibt, und auch die Lage der 
Elemente in den Strahlen sich nicht ändert; auch sieht man leicht^ 

*) Denn man hat den Ansdrack (2) nur nach — d< zu düfferenzüren, um die 
Anziehung des Elementes idi zu finden; man erhält, statt r, cot^a, da ihre 
Werthe 

{ 1 -|- cos a ld9 

sin a ' sin a ' r* 
gesetzt, sogleich durch diese Differenziation den zu erweisenden Ausdruck: 
ih.d9 . , dh. 

^^ -^ sin a sin e . . . , „. ^ 
••) Da -^- « ist, siehe Fig. 2. 
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wie der Winkel beider Strahlen durch die Bewegung vermindert wird, 
wenn die Elemente beide dem Scheitelpunkte zu- oder von ihm ab- 
strömen, hingegen vermehrt, wenn das eine dem Scheitelpunkte sich 
zukehrt, das andere sich von ihm abwendet. 

Hierdurch tritt die wahre Gregenseitigkeit in der Bewegimg ans 
Licht, und man sieht wi« diese gegenseitige Anziehung zweier f Linien- ii 
theile eben so den Winkel zu vermindern trachtet bei konstantem 
Scheitelpunkte, wie die gegenseitige Anziehung zweier Punkte deren 
Entfernung bei konstanter Linie, in der sie liegen, zu vermindern 
trachtet. So zeigt sich hier, statt der erkünstelten und scheinbaren 
Analogie der Ampfere'schen Annahme, eine naturgemässe und wahre 
Analogie, indem Linien und Punkte sich in der Ebene eben so ein- 
ander entsprechen, wie Winkel und Entfernung, wie Durchschnitts- 
punkt und umfassende Linie. 

11) Diese Analogie tritt in ein noch helleres Licht, wenn ich 
zeige, wie die elektrodynamischen Anziehungen nach der neuen Theorie 
und die Anziehungen durch Gravitation sich durch diesdbe Formel 
ausdrftcken lassen. Zu dem Ende muss ich jedoch hier den Begriff 
einer Yerknüpfong anführen, welche ich in einem kürzlich erschienenen 
Werke*) dargelegt habe, und zwar ehe ich von dieser neuen Theorie 
eine Ahnung hatte. 

Ich habe nämlich dort nachgewiesen, dass man als das Produkt 
zweier Punkte a und h ihre Yerbindungsstrecke, und eben so als das 
Produkt zweier, mit bestimmten Litensitäten (Gewichten) behafteten 
Punkte die mit dem Produkte der Litensitäten multiplicirte Yerbin- 
dungsstrecke ansehen müsse-^ hiemach würde, wenn a und ß Punkte 
wären, aß die von a nach ß gezogene Strecke, welche nicht bloss 
ihrer Grosse, sondern auch ihrer Richtung nach aufzufassen ist, vor- 
stellen, und wenn etwa 2 und 3 die Litensitäten wären, und a gleich 2 a, 
h gleich 3/3 wäre, so würde jene Strecke, ohne Aenderung ihrer Rich- 
tung, sechs Mal zu nehmen sein, um das Produkt ah darzustellen. 
Ich habe dort gezeigt, wie diess Produkt sich von dem arithmetischen 
dadurch unterscheide, dass, wie man sogleich sieht, a . h gleich 
— h .a ist. 

Hiemach würde die Anziehung, welche ein Punkt a auf einen um 
r entfemten Punkt h durch Gravitation bei beliebigen Gewichten beider 12 
Punkte übt, proportional sein: 

(6) ^', 



*) Die Ausdehnungslehre. Erster Theil, enthaltend die lineale Ansdehnnngs- 
lehre. Die angefahrten Sätze finden sich S. 61, 164 und 222. { Ges. Werke I, 1, 
S. 90 f., 189 f., 243. } 
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ein Ausdruck, welcher, yermSge der so eben angegebenen Bedeutung, 
zugleich die Richtung der Anziehung in sich schliesst. 

Ebenso habe ich dort gezeigt, dass der Flächenraum eines Paralle- 
gramms als Produkt zweier aneinanderstossenden Seiten a und b auf- 
zufassen sei, wenn man an diesen Seiten zugleich ihre Richtung und 
Länge festhält, und dass auch hier a . b gleich — b ,a sei, und ich 
habe dort gezeigt, dass, wenn an a und b zugleich die Linien, in denen 
sie liegen, festgehalten werden sollen, dann das Produkt den mit jenem 
Flächenraum zusammengeschauten Durchschnittspunkt beider Linien 
darstellt. 

Nun ist der Zahler des Ausdruckes (5) offenbar der Ausdruck fBr 
den Flächenraum eines Parallelogramms, welches a und b mit Bei- 
behaltung ihrer Richtungen zu Seiten hat. Somit geht, wenn man 
unter a und b die Stromelemente mit Feststellung der Linien, in 
welchen sie liegen, versteht, der Ausdruck (5) über in: 

(6) ^, 

welcher identisch ist mit dem f&r die Anziehung durch Grayitation 
aufgestellten, und dessen Grosse die Grösse der Schwenkung ausdrückt, 
welche sich beide Elemente mitzutheilen streben, während der durch 
das Produkt a . b zugleich dargestellte Punkt das Schwenkungscentrum 
angiebt. 

12) Diese Analogie haben wir nur nachgewiesen, wenn die Strom- 
elemente sich verlängert schneiden. Hiervon ist nicht wesentlich ab- 
weichend der Fall, dass die Stromelemente parallel sind, indem diess 
so betrachtet werden kann, als ob ihre Verlängerungen sich in unend- 
licher Entfernung schnitten. Hingegen wird die Betrachtung schwieriger, 
18 wenn die Stromelemente nicht derselben f Ebene angehören. 

Für diesen Fall will ich nur anführen, dass sich die Bewegung 
zerlegen lässt in zwei Bewegungen der Linien, denen jene Elemente 
angehören, indem hier das gemeinschaftliche Loth beider Linien (ihre 
kürzeste Entfernung) die Stelle des Durchschnittspunktes vertritt. Die 
eine dieser Bewegungen besteht in einer Schwenkung um diess gemein- 
schafkliche Loth, welche wieder eine Verminderung oder Vergrösserung 
des Winkels beider Ströme bewirkt; die andere dieser Bewegungen 
besteht in einer Verminderung oder Vergrösserung jenes Lothes, welche 
dadurch bewirkt wird, dass jene Linien auf diesem Lothe fortrücken. 
Li beiden Fällen ist die Bewegung eine gegenseitige, die Linien bleiben 
senkrecht gegen das gemeinschaftliche Loth, und die Stromelemente 
ändern ihre Lage innerhalb dieser Linie nicht. 

Man sieht leicht, wie hier wiederum die vollkommenste Analogie 
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in der Art der Bewegung mit der durch Gravitation bewirkten statt- 
findet. Auch würde ich zeigen können, dass auch diese Bewegimg 
sich durch den Ausdruck (6) darstellen lasst. Allein ich kann diesen 
Nachweis hier nicht führen, ohne die Gesetze einer Analyse zu ent- 
wickeln, welche zwar für die Physik Yon grosser Bedeutung ist, und 
oft die scheinbar verwickeltsten Verhältnisse in den einfachsten Formeln 
darstellt, welche aber doch sich nicht so in der Kürze darlegen lasst*). 

13) Es bleibt mir nun noch übrig die Art anzugeben, wie durch 
Versuche eine Entscheidung zwischen beiden Theorien zu W^e gebracht 
werden könnte. Doch ehe ich dazu übergehe, will ich eines Versuches 
erwähnen, den man als beweisend g^en die neue Theorie ansehen 
konnte, dessen beweisende Ejraft aber freilich bei genauerer Betrachtung 
gänzlich verschwindet. 

Nämlidi nach der neuen Theorie üben gleichgerichtete Strom- 
iheile, welche in derselben geraden Linie liegen, (nach Formel (4)) i4 
keine Wirkung auf einander aus, nach Ampere stossen sie sich ab. 
Nun hat man diess letztere durch Versuche beweisen wollen, indem 
man einen geschlossenen Strom, in der Gestalt eines Bechteckes, partiell 
in der Art beweglich gemacht hat^ dass durch die Bewegung eine Ver- 
längerung des einen Seitenpaares entsteht, woraus man dann, ohne das 
andere Seitenpaar zu berücksichtigen, auf eine sich g^enseitig ab- 
stossende Erafb derjenigen Stromtheile geschlossen hat, welche hier, in 
denselben Linien liegend, sich von einander entfernen. 

Um die Unrichtigkeit dieses Schlusses zu zeigen, brauche ich hier 
nur auf die obige Entwicklxmg hinzuweisen, nach welcher beide 
Theorien, auf geschlossene Ströme angewandt, mögen nun Theile der- 
selben beweglich gemacht sein oder nicht, stets gleiches Resultat 
liefern. Ueberdiess ist für diesen Fall noch zu bemerken, dass bei dem 
Uebergange eines Stromes aus einem Leiter in einen andern eigentüm- 
liche Kräfte wirksam sind, welche, wenn beide in gerader Linie liegen, 
in dieser Linie wirken, deren Natur und Wirkungsart wir aber noch 
nicht kennen. 

14) Ueberhaupt ist klar, dass eine Entscheidung zwischen beiden 
Theorien, da die Wirkung, welche geschlossene Strome üben, nach 
beiden dieselbe ist, nur möglich ist, wenn man die Wirkung betrachtet, 
welche ein begränzter Strom übt 

Nun ist aber die Stärke der Strömung bei demselben Leitungs- 
widerstande der Differenz der an seinen Gränzen aufgehäuften Elektri- 



*) Ich verweise in dieser Beziehung auf mein oben angefahrtes] Werk, in 
welchem ich die Anwendungen auf die Physik besonders hervorgehoben habe. 
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citäten proportional*). Soll aber der Strom ein begränzter sein, so 
dürfen die nach seinen Granzen Ä und B übergeströmten Elektricitaten 
16 nicht weiter fortschreiten, weil f sonst Ä und B nicht die Granzen 
des Stromes wären. Folglich wird die Strömung nur so lange fort- 
dauern, bis jene Differenz ausgeglichen ist, und das Quantum der hin- 
durchgegangenen Elektricitat wird der elektrischen Differenz jener 
Granzen gleich sein. Daraus folgt^ dass man das Maximum des Effekts 
erhalt, wenn jene Differenz ein Maximum ist. 

Der begranzte Strom würde daher so hervorzurufen sein^ dass man 
zuerst etwa zwei Engeln mit entgegengesetzter Elektricitat möglichst 
stark lüde, und sie dann nach der Ladung (nicht während derselben) 
in leitende Verbindung brächte. Dann hätte man die Wirkung dieses 
begränzten Stromes auf ii^end einen elektrischen Strom oder besser 
auf einen Magneten zu beobachten, und die Anordnung dabei so zu 
treffen, dass die Wirkungen nach beiden Theorien möglichst rerschieden 
erfolgten. 

15) Da durch einen eingeschalteten Multiplikator oder durch An- 
wendung einer Batterie, statt jener einfachen Entladung, der begranzte 
Strom einem geschlossenen angenähert, die Differenz der Wirkungen 
nach beiden Theorien also vermindert werden würde, so sind diese 
Mittel zur Verstärkung der Wirkungen hier nicht anwendbar, und man 
sieht daher die Schwierigkeiten, welchen Versuche dieser Art unter- 
liegen würden. Da indessen diese Schwierigkeiten nicht an sich un- 
überwindliche sind, so wird es dennoch von Interesse sein, diejenige 

Anordnung zu kennen, bei welcher ein 
Maximum in der Differenz der Wirkungen 
nach beiden Theorien erfolgte. 

Dies Maximum findet nun, nach meinen 
Untersuchungen, dann statt, wenn die 
Magnetnadel senkrecht gegen den gerad- 
linigten Strom so aufgestellt wird, dass 
^j^ ihre Mitte in der Verlängerung jenes Stro- 
mes liegt, und sich senkrecht gegen die 
durch den Strom und die Nadel gelegte Ebene frei bewegen kann. 
Zur Erläuterung diene Figur 3, in welcher AB den begiunzten Strom 
16 vorstellt, so dass die positive ElektriciiSt von f Ä nach B strömt, und 
wo zwei Magneten, deren Nordenden mit N bezeichnet sind, durch 

*) Dies gilt sowohl für jeden Leitungsdraht eines galvanischen Stromes, wie 
für den durch Reibnngselektricität hervorgebrachten, nnr dass dort sich die elek- 
trische Differenz stets auf derselben Höhe erhält. Aus diesem Gesetze lä^st sich 
übrigens das Ohm 'sehe Gesetz a priori ableiten. 



Fig. 8. 
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einen Bogen SCN aus einer festen Substanz rerbunden sind, welcher 
in C an einem Faden aufgehängt isi 

16) Setzen wir, um fOr diesen Fall die Wirkungen, welche der 
begranzte Strom nach beiden Theorien zunächst auf unendlich kleine 
Magneten üben würde, zu finden, statt des Magneten NS einen dagegen 
senkrechten quadratischen Strom, welcher mit AB in gleicher Ebene 
liegt, und von dessen vier Seiten zwei mit AB parallel, die andern 
also dagegen senkrecht sind, und zwar so, dass das Nordende des 
Magneten Yon diesem Strome aus betrachtet nach links hin Hegt, so 
ist nach beiden Theorien die Bewegung nach der gegen AB senk- 
rechten Richtung nur von den mit AB parallelen Stromtheilen abhängig. 

Ist nun ids ein Stromelement yon AB und b das mit AB 
gleichgerichtete, b' das mit ihm entgegengesetzt gerichtete Strom- 
element des quadratischen Stromes, so ist, wenn r die Entfernung 
ihrer Mitten von der Mitte des anziehenden Elementes ids ist, 
die Wirkung auf b nach der dagegen senkrechten Bichtung ab- 
stossend gleich i(2«&': 2r**), und eben so die auf b\ nur dass diese 
anziehend wirkt; beide Wirkungen, da sie die Bewegung des Quadrates 
von b' nach b darstellen, summiren sich, und geben idsb^ir^ als die 
Kraft, mit welcher, nach Ampere, der quadratische Strom in der 
Bichtung yon b' nach b getrieben wird. 

Nach meiner Formel ist die f Wirkung auf b nach der dagegen 17 
senkrechten Bichtung gleich ids6*:2r* anziehend**), auf 6' eben so 
gross, aber abstossend, also wirken beide zusammen zur Bewegung des 
Quadrates in der Bichtung yon b nach V mit der Kraft idsb^ir^. 

Somit sind die Wirkungen nach beiden Theorien entgegengesetzt; 
und diese Beziehung wird auch bestehen bleiben, wenn man statt des 
unendlich kleinen Stromelementes ids und eines unendlich kleinen 



*) Nämlich nach (1*) ist sie in der Biohtong r gleich 
*d8h ,^ „ , ^ 

-^(2-3 008««), 

also in der gegen h senkrechten gleich 

idsb 



ri 



(2 — 3 cos*a) sin a, 



also da a unendlich klein, sin a gleich — ist, gleich —3- , also abstossend. 

*f) Nämlich sie ist gleich 

idsh . 

also, da sin a gleich --ist, gleich dem oben angeführten Ausdrucke and zwar an- 
adehend. 
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Magneten einen endlichen Strom AB und einen endlichen Magneten 
setzt, nur dass in dem letzteren Falle die Wirkungen nicht mehr von 
gleicher Grösse sind. Die Wirkungen lassen sich auf folgende Weise 
ausdrücken: 

Wenn man sich bei der angenommenen Anordnung (Fig. 3) in die 
Sichtung der Magnetnadel versebst (den Kopf nach dem Nordende, die 

Füsse nach dem Südende gerichtet) und das 
Auge nach derjenigen Sichtung wendet y nach 
wdcher der positive Strom AB fliesstj so 
u)ird die Nadd, nach der Ampere'schen 
Theorie, nach der rechten Hand hin, nach 
der neuen Theorie nach der linken Hand 
hin bewegt, 
S^ iy 17) Schliesslich will ich noch auf 

zwei sehr unwahrscheinliche Wirkungen 
hindeuten, welche ein begranzter Strom, nach Ampere, auf einen 
Magneten üben müsste; nämlich erstens würde danach ein Magnet 
durch einen b^pnnzten Strom zugleich eine drehende Bewegung um 
seine magnetische Axe annehmen, welche in dem vorher (Nr. 16) 
betrachteten Falle ihr Maximum erreicht; und zweitens würde eine 
Magnetnadel, welche um ihren Mittelpunkt frei beweglich ist, in der 
Nähe eines begränztes Stromes, sofern nur dieser auf sie wirkt, im 
18 Allgemeinen keine Lage eines sicheren Gleichgewichts f annehmen, 
sondern bei der Entfernung aus der Gleichgewichtslage würde sie theils 
wieder zurückgehen, theils aber auch in die entgegengesetzte Lage um- 
schlagen, je nachdem sie nach dieser oder jener Seite hin aus jener 
Lage entfernt war. 

18) Wenn ich nun gleich hoffen darf, durch die rorhergehende 
Entwicklung die neue Theorie als in jeder Hinsicht wahrscheinlich 
dargethan zu haben, so steht doch zu wünschen, dass durch die Er- 
fahrung eine über alle Zweifel erhobene Entscheidung zwischen dieser 
und der Ampere'schen Annahme zu Stande gebracht werde. Mochte 
es bald einem geübteren Physiker gelingen, alle die Hindemisse hinweg- 
zuräumen, welche jenem entscheidenden Versuche, den ich vorher an- 
führte, im W^e zu stehen scheinen. 
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Von 

Hermann Grassmann, Professor in Stettin. 



Poggendorffs Almalen der Physik und Chemie, Bd. 89, Erstes Stack, S. 69—84 
(geschlossen 7. Mai 1868). 



Im 87. Bande dieses Journals theilt Hr. Helmholtz eine Reihe 
zum Theil neuer und sinnreicher Beobachtungen mit, aus welchen er 
den Schluss zieht, dass die seit Newton allgemein angenommene 
Theorie der Farbenmischung in den wesentlichsten Punkten irrig sei, 
und es namentlich nur zwei prismatische Farben gebe, nämlich Gelb 
und Indigo, welche yermischt Weiss liefern. Daher mochte es nicht 
überflüssig seiu, zu zeigen, wie die Newton'sche Theorie der Farben- 
mischung bis zu einem gewissen Punkte hin^ und namentlich der Satz, 
dass jede Farbe ihre Gomplementarfarbe hat, welche mit ihr vermischt 
Weiss liefert, aus unbestreitbaren Thatsachen mit mathematischer Evi- 
denz hervorgeht, so dass dieser Satz als einer der wohlbegründetsten 
in der Physik angesehen werden muss. Ich werde dann zeigen, wie 
die von Helmholtz angestellten positiven Beobachtungen, statt gegen 
diese Theorie zu zeugen, vielmehr dazu dienen können, dieselbe theils 
zu bestätigen, theils zu ergänzen. 

Hierbei wird es nöthig sein, den Farbeneindruck, dessen das Auge 
fähig ist^ in seine Momente zu zerlegen. 

Zunächst unterscheidet das Auge farbloses und farbiges Licht. An 
dem farblosen Lichte (Weiss, Gfrau) unterscheidet es nur die grössere 
oder geringere Intensität, und diese lässt sich mathematisch bestimmen. 
Ebenso unterscheiden f wir an einer homogenen Farbe nur ihre gprössere 70 
oder geringere Intensität. Aber auch für die Verschiedenheit der ein- 
zelnen homogenen Farben haben wir ein mathematisch bestimmbares 
Maass, welches uns am vollkommensten in der jeder Farbe entsprechen- 
den Schwingungsdauer geboten wird: schon die populäre Sprache hat 

Graiimann, Werke, n. 2. 11 
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diese Differenz auf eine sehr passende Weise durch den Ausdruck 
Farbenton bezeichnet. Wir werden also an einer homogenen Farbe 
zweierlei: ihren Farbenton und ihre Intensität unterscheiden können. 

Vermischt man nun eine homogene Farbe mit farblosem Lichte, 
so wird der Farbeneindruck durch diese Beimischung abgeschwächt. 
Die populäre Sprache ist reich an Bezeichnungen, welche diese Differenz 
bezeichnen sollen; die Bestimmungen: gesättigt, tief, blass, fahl, matt, 
weisslich, welche man den Farbennamen hinzuf£Lgt, sollen dies Yer- 
hältniss darstellen. Die wissenschaftliche Bezeichnung, welche dieser 
populären ^Nomenklatur substituirt werden muss, ergiebt sich aus dem 
Obigen Yon selbst, indem jeder Farbeneindruck der genannten Art sich 
in drei mathematisch bestimmbare Momente zerlegt: den Farbentan, 
die Intensität der Fa/rhey und die Intensität des beigemisckten Weiss. 

Die verschiedenen Farbentone bilden eine stetige Reihe yon der 
Art, dass sich, wenn man von einer Farbe dieser Beihe aus in ilir 
stetig fortschreitet, zuletzt die ursprüngliche Farbe wiederholt. Hierbei 
darf jedoch ein Umstand nicht unerwähnt gelassen werden, nämlich 
die Schwierigkeit, sich homogenes rothes Licht zu verschaffen, welches 
den üebergang zwischen dem Violett und Both des gewöhnlichen 
Sonnenspectrums vermittelt, und welches man durch das Prisma nur 
unter besonders günstigen Umständen (an heiteren Sommermittagen) 
hervorbringen kann (s. Pogg. Ann. Bd. 23, S. 441). Ich werde diese 
äusserste Farbe des Spectrums, welche ebenso wohl als äusserstes Roth, 
wie als äusserstes Violett aufgefasst werden kann, Purpur nennen. 

Betrachten wir nun endlich ein beliebig zusammengesetztes Licht, 
so kann das Auge an ihm gleichfalls nur die angeführten drei Momente 
71 unterscheiden, f das heisst, es lässt sich jeder Lichteindruck nach- 
ahmen, indem man eine homogene Farbe von bestimmter Litensität 
mit farblosem Lichte von bestinmiter Intensität vermischt. 

Hiemach haben wir also bei jedem Lichteindruck Dreierlei zu 
unterscheiden: die Intensität der Farbe, den Farbenton, die Intensität 
des beigemischten farblosen Lichtes. Es würde sich leicht ein Apparat 
anfertigen lassen, vermittelst dessen man im Stande wäre, jede Farbe 
nach diesen drei Momenten zu bestimmen. 

Um hiervon eine Idee zu geben, denke man sich zwei weisse 
Tafeln von gleicher Beschaffenheit um ein Ghamier beweglich, und 
zwar so, dass die weisse Seite der Tafeln auf der Aussenseite des von 
den Tafeln gebildeten Winkels sich befinde, und zugleich sei ein ge- 
theilter Kreis vorhanden, um diesen Winkel zu messen. Nun lasse 
man in einer auf der Drehungsaxe senkrechten Ebene auf die eiue 
dieser Tafeln das zu prüfende farbige Licht fallen; auf die andere 
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Tafel falle in einer beliebigen Bichtong jener Ebene weisses Licht und 
in einer dagegen senkrechten Bichtung derselben Ebene homogenes 
Licht auf, und zwar sei das letztere so gewählt, dass es denselben 
Farbenton habe, wie das zu prüfende Licht. Indem man nun diese 
letztere Tafel um das Ghamier dreht, wird man dem farblosen und 
dem homogenen Lichte, welches von dieser Tafel nach allen Seiten 
hin zerstreut wird, jedes beliebige Intensitätsverhaltniss geben können. 
Indem man darauf die erstere Tafel gleichfalls dreht, wird man dem 
Ton ihr zerstreuten Lichte jeden Orad der Intensität geben komien, 
welcher geringer ist ab die Intensität bei senkrecht auffallendem 
Lichte. Auf diese Weise wird man, wenn man nur die auf die zweite 
Tafel fallenden Yergleichungslichter hinreichend schwach genommen 
hat, nothwendig eine Stellung der Tafeln finden, bei welcher beide auf 
ein sie zugleich sehendes Auge gleichen Lichteindruck machen. Es 
würde also ein solcher Apparat ausreichen, um alle in Betracht kom- 
menden Momente mathematisch zu bestimmen. 

Nun konnte freilich der obige Satz, dass das Auge direkt nur 
diese drei Momente zu unterscheiden vermöge, in Zweifel gezogen 
werden. Und allerdings f möchte ein direkter Beweis schwer zu führen 72 
sein, da noch immer die Möglichkeit bleibt, dass ein Auge vermöge 
seiner besondem Organisation vielleicht Unterschiede entdecken möchte, 
die ein anderes nicht zu entdecken vermag. Jedoch genügt für unsem 
Zweck die Thatsache vollkommen, dass bisher kein Beobachter ein 
anderes Moment, was den Farbeneindruck bestimmte, anzugeben ver- 
mochte, und auch die Sprache in der Beschreibung der Farbenein- 
drücke nur diese drei Momente kennt, so dass wir also mit Bestimmtheit 
behaupten können, es seien bisher nur diese drei Momente des Farben- 
eindrucks beobachtet worden; und nur auf diese Behauptung werden 
wir bei dem unten zu erwähnenden Beweise zurückgehen. 

Das zweite, was wir voraussetzen, ist: dasSy wenn man von den 
leiden eu vermischenden Lichtem das eine stetig ändert {wahrend das 
andere unverändert bleibt), OAieh der Eindruck der Mischimg sich stetig ändert. 

Wir sagen nämlich, ein Lichteindruck ändere sich stetig, weun 
die beiden Intensitäten (die Intensität der Farbe und die des beige- 
mischten farblosen Lichtes) sich stetig ändern und auch der Farbenton, 
vorausgesetzt, dass die Intensität der Farbe nicht Null ist, sich stetig 
ändere. Ist nämlich die Intensität der Farbe Null, so ist das Licht 
eben ein farbloses; und es kann daher ein Farbenton dadurch, dass 
die Intensität der Farbe stetig bis Null hin abnimmt, in jeden andern, 
von ihm gänzlich getrennt li^enden Farbenton stetig übergehen, wenn 
nämlich die Intensität des letzteren wiederum von Null ab stetig wächst. 
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Es bedarf wohl kaum der Erwahniuigy dass der Fall^ wo eins oder 
mehrere der den Eindruck bestimmenden Momente sich gleich bleiben, 
mit unter den Begriff der Stetigkeit gefasst werden muss, wie diess ja 
überall üblich ist. 

Was nun die stetige Aenderung des Farbentones betrifft, so wird 
dieselbe im Allgemeinen durch die stetige Aenderung der diesen Farben- 
ton bestimmenden Schwingungsdauer dai^estellt werden, jedoch mit 
dem Unterschiede, dass der Farbenerndruck des äussersten Violett sich 
78 wieder an den des äussersten Both f stetig anschliesst. In der That 
ist der üebergang von Violett durch Purpur zum Both für das Auge 
ein ebenso stetiger, wie zwischen irgend welchen zwei anderen Farben, 
wenngleich durch Beobachtungen noch keinesweges die Qränze mit 
Sicherheit festgestellt ist, an welcher derselbe Farbeneindruck bei rer- 
, schiedener Schwingungsdauer wiederkehrt. Ich werde den Üebergang 
vom Both zum Orange, Gelb, Ghün, Blau, Violett, Purpur zurück zum 
Both den positiven üebergang, den umgekehrten den negcMven nennen. 
Hiemach kann also jedes gefaxbte Licht ul in ein anders gefärbtes 
Licht B auf drei verschiedene Arten stetig übergehen, nämlich ent- 
weder so, dass der Farbenton des Lichtes nach und nach alle Farben- 
tone annimmt, die auf dem positiven Uebergange von Ä txl B liegen, 
oder alle die auf dem negativen Uebergange liegen, oder endlich, dass 
das Licht beim Uebergange einmal oder mehrere Male farblos wird. 

Der Satz des stetigen Ueberganges, den wir so eben entwickelt 
haben, muss als ein durch die Erfahrung vollkommen begründeter an- 
gesehen werden, da ein unvermittelter Sprung in den Erscheinungen 
sich auch bei den rohesten Beobachtungen kenntlich machen muss, und 
ein solcher Sprung bisher von Niemand beobachtet worden ist 

Aus diesen Voraussetzungen nun lässt sich der folgende Satz mit 
mathematischer Evidenz ableiten: 

„Es giebt zu jeder Farbe eine andere homogene Farbe, welche, 
mit ihr vermischt, farbloses Licht liefert.^^ 

Beweis. Es sei a der Farbenton der gegebenen Farbe. Ange- 
nommen nun, es gebe keine homogene Farbe, die mit ihr vermischt 
farbloses Licht liefere, so sei eine beliebige homogene Farbe ange- 
nommen, deren Farbenton x und deren Intensität y seL Lässt man 
nun zuerst, während x konstant bleibt, y stetig von Null ab wachsen, 
bis die Intensität der Farbe a gegen sie verschwindet, so wird die 
Mischung sich stetig ändern, und da sie nach der Annahme nie farb- 
loses Licht geben soll, wird auch ihr Farbenton sich stetig ändern^ 
74 also, da die Mischung anfangs den Farbenton f a, zuletzt den Farben- 
ton X hat, stetig von a nach x hin übergehen. Dieser üebergang 



Digitized by 



Google 



Zu jeder Farbe giebt es eine Complementarfarbe. 165 

kann ein positirer oder negatiyer sein. Ob das eine oder das andere 
der Fall sei^ wird Yon dem Farbenton x abhängen. 

Nimmt man den Farbenton x von a unendlich wenig verBchieden 
an^ aber nach der positiren Uebergangsseite hin, so wird jener Ueber- 
gang gleich&lls positiv sein. Denn gesetzt er wäre negativ, so müssten 
bei der Steigerang der Intensität y alle Farbentöne ausser den von a 
unendlich wenig verschiedenen hervortreten, also Farbentone, welche 
von a ganz verschieden sind; es sei y eine solche Intensität, bei 
welcher ein von a ganz verschiedener Farbenton hervortrete. Nun ist 
klar, dass die Farbe, deren Farbenton a und deren Intensität y ist, 
mit a vermischt, den Farbenton a giebt, während die Farbe, deren 
Farbenton x und deren Intensität y ist, einen ganz verschiedenen 
Farbenton liefert; aber diese beiden mit a vermischten Farben haben 
bei gleicher Intensität y zwei unendlich nahe aneinandergränzende 
Farbentone, das heisst, jene beiden mit a vermischten Farben gehen 
stetig in einander über, also muss auch (nach dem zweiten Satze) die 
Mischung stetig sich ändern, also auch ihr Farbenton; dieser sollte 
aber ein ganz verschiedener sein. Also führt die Annahme, dass der 
Uebergang von a nach x^ ein negativer sein soll, zu Widersprüchen 
das heisst, er ist nothwendig ein positiver. 

Aus demselben Grunde wird, wenn x von a aus nach der nega- 
tiven Seite hin unendlich wenig entfernt liegt, ein negativer Uebergang 
von a nach x stattfinden. 

Lasst man nun den Farbenton x von a aus nach positiver Seite 
hin stetig sich ändern, so dass er die ganze Farbenreihe bis nach a 
hin zurück durchläuft, so muss der zugehörige Uebergang der Mischung, 
welcher jedesmal durch die Steigerung des y bewirkt wird, nothwendig, 
da er zuerst positiv, zuletzt negativ ist, irgend wo sein Zeichen ändern. 
Es sei a' ein Farbenton, bei dem diese Aenderung eintritt, so dass 
also jener Uebergang, ehe x diesen Farbenton erreicht, positiv ist^ so- 
bald es ihn überstiegen hat, negativ ist. Wenn nun der Farbenton 
X durch diesen Farbenton a' stetig hindurchgeht, so muss bei jedem 76 
Werth der Intensität y der Farbenton der Mischung sich stetig ändern, 
also die sämmtlichen Farbentöne, welche durch Steigerung der Inten- 
silSt y entstehen, in beiden Fällen (wenn x unendlich nahe neben a' 
einmal zur Rechten und einmal zur Linken liegt), unendlich nahe 
aneinander liegen. Dies ist aber unmöglich, da die einen auf dem 
positiven, die anderen auf dem n^ativen Uebergange von a zu a' 
liegen. 

Also führt die Annahme, dass es zu a keine homogene Farbe 
gebe, die mit ihr vermischt Weiss liefere, zu einem Widerspruche, das 
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heisst, zu jeder Farbe giebt es eine homogene Farbe^ die mit ihr yer- 
mischt WeisB liefert, q. d. e. 

Die indirekte Form des Beweises habe ich gewählt^ weil in ihr 
sich am leichtesten ohne Umschweife die möglichste Strenge erreichen 
lässi üebrigens leuchtet ein, dass in dieser indirekten Beweisform 
zugleich die direkte Behauptung liegt, dass die Farbe a'y bei welcher 
die Art des Ueberganges sich ändert, diejenige sei, welche in irgend 
einem Intensitatsverhältniss mit a vermischt farbloses Licht geben muss. 

Prüfen wir nun die Helmholtz'schen Versuche, so ergiebt sich aus 
ihnen, wenigstens annähernd, diejenige Farbe, welche mit einer ge- 
gebenen farbloses Licht zu liefern rermag. Für Gelb ist dies nach 
Helmholtz Indigo, ein Resultat, was Yon der Newton'schen Theorie 
der Farbenmischung keinesweges so abweichend ist, wie es für den 
ersten Augenblick scheint. Helmholtz hat die beiden Farben, welche 
nach ihm Weiss geben, genauer bestimmt; indem das Gelb zwischen 
den Fraunhofer'schen Linien D und E liegt, und zwar etwa dreimal 
so weit von E entfernt als von D, das Indigo hingegen von der Mitte 
zwischen den Linien J und G bis gegen G hin liegt, nämlich so, dass 
jedes Indigo, welches zwischen den genannten Gränzen liegt, mit 
irgend einem Gelb, was in der Nahe der bezeichneten Stelle liegt^ 
Weiss liefert 

Der Vergleich mit der Newton'schen Regel der Farbenmischung 
wird dadurch erschwert, dass die Farbennamen bei den verschiedenen 
76 Beobachtern nicht denselben Inhalt haben, wie man sich f davon sehr 
leicht überzeugt, wenn man die Beschreibung der Farben, welche zwi- 
schen den verschiedenen Fraunhofer'schen Linien liegen sollen, in den 
verschiedenen Lehrbüchern und Abhandlungen vergleicht. 

Newton beschreibt die Lage der Gränzen zwischen je zweien 
seiner Farben, wie sie sich in dem Spectrum seines Glases zeigten, 
genau; er bestimmt auch das mittlere Brechirngsverhältniss und das 
Zerstreuungsverhältniss dieses Glases, so dass aUe Elemente vorliegen, 
um die Lage der Newton'schen Farbengränzen zwischen den Fraun- 
hofer'schen Linien so genau zu bestimmen, als eben jene Newton'schen 
Bestimmungen selbst reichen. Nach diesem Princip habe ich durch 
Vergleichung der Fraunhofer'schen uud Newton'schen Messungen, indem 
ich annahm, dass Newtons Anfangsroth und sein End -Violett mit den 
Fraunhofer'schen Linien B und H zusammenfallen, gefunden, dass 
Newtons Anfangs-Orange (das heisst die Ghränze zwischen Roth und 
Orange) zwischen den Linien C und 2), von C und D im Verhältnis 
von 7:6 entfernt liegt, sein Anfangs -Gelb liegt bei D (um ^ des 
Intervalles DE von D aus nach E hin entfernt), sein Anfangs-Grün 



Digitized by 



Google 



Die HelmholtzBchen Yersnclie und die Newtoneche Regel. 



167 



Flg. 1. 



liegt bei E (von E vm ^ ED nach D zu entfernt), sein Anfangs- 
Blau bei F (von F um ^ FG nach G zu entfernt), sein Anfangs- 
Indigo zwischen F und G, im Verhältniss 5 : 3 von F und G entfernt, 
sein Anfangs -Violett in G, 

Es hat zwar die Annahme, dass die Gränzen des Newton'schen 
Spectmms mit den Linien B und H zusammenfallen, etwas willkür- 
liches; doch gelangt man auch zu demselben Resultat, wenn man davon 
ausgeht, dass die Farben, welche die mittlere Brechbarkeit haben, bei 
Fraunhofer und Newton zusammenfallen. 

Eonstruirt man nun den Newton'schen Farbenkreis nach der in 
seiner Optik {Liber I, pars II, prop. VI) angegebenen Regel, und trägt 
in ihn die Li^en der Fraunhofer'schen Linien, wie sie oben angegeben 
wurden, hinein (s. Fig. 1), so ergiebt sich, 
dass das von Helmholtz bestimmte Gelb 
nach der Newton'schen Regel Weiss giebt 
mit einem Lidigo, welches zwischen den 
Fraunhofer'schen Linien F und G liegt, f und 
welches von F und G in dem Verhältniss 
von 15 : 2 absteht. Li der Figur sind diese 
Farben durch die punktirte Linie, welche sie 
verbindet, angedeutet. Es fällt also diess 
Lidigo noch innerhalb der Farbengränzen, 
zwischen denen die Complementarfarben des 
Gelb nach Helmholtz liegen. Man sieht also, dass die angeführte 
Beobachtung von Helmholtz mit dem Resultat der Newton'schen 
Versuche im Wesentlichen übereinstimmt. 

Für die übrigen Farben leugnet nun allerdings Hr. Helmholtz 
die Möglichkeit, aus ihnen durch Vermischung zweier Farben Weiss 
zu erhalten. Aber prüfen wir irgend eine seiner Versuchsreihen, zum 
Beispiel die über die Mischung des Roth mit den übrigen Farben, so 
ergiebt sich daraus jedesmal die Complementarfarbe leicht. Nach ihm 
giebt nämlich Roth mit Orange, Gelb, Grün die mittleren Farbentöne, 
welche in dieser Reihe, also nach unserer Bezeichnung vom Roth aus 
nach der positiven Seite liegen. So zum Beispiel giebt nach ihm Roth 
mit Grün vermischt ein fahles Gelb, welches bei vorwaltendem Roth 
durch Orange in Roth, bei vorwaltendem Grün durch Gelbgrün in 
Grün übergeht. Ebenso giebt Roth mit Violett^ Lidigblau, Himmel- 
blau die in dieser Reihe dazwischen liegenden Farbentöne, welche also 
nach unserer Bezeichnxmg vom Roth aus nach der negativen Seite 
liegen. Namentlich giebt nach ihm Roth mit Himmelblau vermischt 
ein weisdiches Violett, welches bei überwiegendem Roth in Rosaroth 
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und Garminroth übergeht. Es muss also nach dem oben erwiesenen 
Satze die Complementarfarbe des Roth zwischen Orün und Himmelblau 
liegen^ also irgend ein Farbenton des Blaugrünen sein. 

Nun sagt zwar Helmholtz, dass bei der Mischung des Roth mit 
den grünblauen Tönen eine fleischfarbene Mischung hervorgeht; allein^ 
wie diese Fleischfarbe bei überwiegendem Blaugrün in dieses übergeht^ 
wie es doch der Fall sein muss, wird nicht gesagt. Es bleibt hier 
also eine Lücke. Ueberdies ist Fleischfarbe nichts anderes, als ein 
mit yielem Weiss gemischtes Roth, und es ist kein anderer Uebergang 
desselben in das Blaugrüne denkbar, als der, dass sich das Roth immer 
78 mehr f abschwächt, bis es unter dem beigemischten Weiss verschwindet, 
und dann aus diesem Weiss (oder Orau) nach und nach das Blaugrün 
hervortritt; kurz, es findet hier der normale Uebergang durch farb- 
loses Licht hindurch statt. Dasselbe gilt für die übrigen Versuchs- 
reihen. Die aus ihnen abgeleitete Tafel der Gomplementarfarben würde 
folgende sein: 

Gelb, Gelbgrün, Ghrün, Grünblau, Himmelblau, Indigo, 
Lidigo, Violett, Purpur, Roth, Orange, Gelb, 

wo die zusammengehörigen Gomplementarfarben untereinander stehen. 
Ich habe bisher versucht^ mit möglichst wenigen Voraussetzungen 
auszureichen. Ich werde jetzt, um den Hauptsatz der Farbenmischung 
abzuleiten, noch zu den bisherigen beiden Voraussetzungen eine dritte 
hinzufügen, nämlich die: 

dass zwei Farhenj deren jede constanten Farbenton, canstante Farben^ 
Intensität und constante Intensität des beigemischten Weiss hat, auch con- 
sta/nte Farbenmischung geben, gleich viel aus wdchen homogenen Farben 
jene gusammengesäet seien. 

Auch diese Voraussetzung scheint durch die bisherigen Beob- 
achtungen hinreichend gerechtfertigt zu sein. Denn dass die farbigen 
Pulver vermischt andere Resultate geben, als wenn man, statt sie selbst 

zu vermischen, das von ihnen ausgehende 
^' *' Licht vermischt, kann keinen Einwand ab- 

geben, zumal da der Grund dieser Ab- 
weichung durchHelmholtz aufgedeckt ist. 
Es sei nun a eine homogene Farbe, 
und a' diejenige homogene Farbe, welche 
mit a gemischt Weiss giebt. Der Anschau- 
lichkeit wegen denke man sich a und a' 
dargestellt durch zwei gleich lange aber 
entgegengesetzt gerichtete Strecken (Fig. 2), die von Einem Punkte 
ausgehen. Es sei femer b eine Farbe, welche mit a gemischt eben 
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80 viel Weiss liefert, wie mit a' gemischt; und mn diese gleiche Be- 
ziehung von & zu a und zu a' auszudrücken; sei h durch eine gegen 
a und a' senkrechte Strecke dargestellt Femer f sei die Intensität 79 
der Farbe h SO gewählt, dass, wenn V die Farbe ist, die mit h Weiss 
giebt, die Intensität des durch diese Mischung entstandenen Lichtes 
gleich der Intensität des durch die Mischung yon a und a' entstandenen 
Lichtes sei. Dies sei bildlich dadurch dargestellt, dass man die Strecke, 
welche die Farbe h ausdrückt, gleich lang macht mit a und a\ während 
die Gomplementarfarbe Ton b, durch die mit h gleich lange aber ent- 
gegengesetzt gerichtete Strecke V dargestellt sei. 

Wir wollen annehmen, dass von den beiden Farben h und V die 
Farbe 6 diejenige sei, welche von a aus nach der positiven Ueber- 
gangsseite liegt. Es leuchtet ein, dass wenn die Farbe a gegeben ist^ 
dann a', &, V durch Beobachtung zu finden sind. Ist zum Beispiel a 
Gelb, so ist a' Indigo; auf dem positiven Uebergange von a zu a' 
liegen die verschiedenen Töne des Gfrünen und Blauen; das Grüngelb 
wird mit Gelb (a) vermischt eine sehr geringe, mit Indigo (a') ver- 
mischt eine sehr bedeutende Beimischung des Weiss geben. Schreitet 
man vom Grüngelb nach der positiven Seite zu fort, so wird bei der 
Vermischung mit Gelb die Beimischung des Weiss nach und nach zu- 
nehmen, bei der Vermischung mit Indigo abnehmen. Es wird also 
auf dem Uebergange ein Farbenton Hegen, welcher mit dem Gelb ver- 
mischt, ebenso viel Weiss liefert, wie mit Indigo vermischt. Es sei 
dies etwa Grün, so wird & Grün und V Purpur sein. 

Es leuchtet nun ein, dass man durch Vermischung von je zweien 
dieser vier Farben aUe FarbentSne erhalten muss. Es seien diese 
Farbentöhe für alle Intensitätsverhaltnisse der zu mischenden homogenen 
Farben a und 6, & und a', a' und Vj V und a durch Beobachtungen 
gefunden. Wir nehmen an, es seien die Intensitäten der beiden zu 
mischenden Farben durch die Längen der zugehörigen Strecken dar- 
gestellt, so dass, wenn die eine Farbe zum Beispiel den Farbenton a hat, 
und die Intensität derselben sich zu der von a wie m zu 1 verhält, 
dann jene Farbe durch eine Strecke dargestellt sei, welche mit a 
gleiche Richtung, aber die m-fache Länge hat. Nachdem man so die 
beiden zu mischenden Farben f geometrisch dargestellt hat, construire 80 
man aus diesen Strecken die geometrische Summe, das heisst die Diagonale 
des Parallelogramms, welches die beiden Strecken zu Seiten hat*), 
und setze fest, dass diese Summe oder Diagonale die Farbe der 

*) Der Begriff dieser geometrischen Smnme ist von mir in meiner Ans- 
dehnungslehre (Leipzig 1844 {Gres. Werke I, 1}) und von Mob ins in seiner 
Mechanik des Himmels (Leipzig 1843 { Ges. Werke Bd. 4 } ) zuerst entwickelt. 
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Mischung darstellen soll, nämlich ihre Richtung den Farbenton und 
ihre Länge die Intensität der Farbe. 

Ist diess geschehen, so kann man Ton jetzt an den Farbenton, und 
die Farbenintensität jeder Mischung yon Farben durch blosse Con- 
struktion finden. Nämlich man braucht nur die Strecken, welche den 
Farbenton und die Tarbenintensiföt der zu mischenden Farben dar- 
stellen, zu bestimmen, und diese dann geometrisch zu addiren, das 
heisst, wie Eräffce zusammenzusetzen, so stellt die geometrische Summe 
(die Resultante jener Enlfte) den Farbenton und die Farbenintensilät 
der Mischung dar. Es folgt dies unmittelbar daraus, dass die Ordnung, 
in welcher man geometrisch addirt (die Kräfte zusammensetzt), gleich- 
gültig ist f&r das Resultat. 

In der That, es seien die durch die Strecken a, b, a'y V gemäss 
der obigen Bestimmung dargestellten Farben zu Grunde gelegt, und 
sei unter aa, wenn a positiy ist, eine Farbe yerstanden, die den 
Farbenton a hat, und deren Farbenintensität sich zu der Ton a yerhält 
wie a zu 1, und wenn a negativ ist, sei unter aa eine Farbe yer- 
standen, die den Farbenton der ComplementarÜGurbe a' besitzt, und 
deren Farbenintensität sich zu der yon a' wiederum wie a zu 1 ver- 
halte. Dasselbe gelte in Bezug auf die zweite zu Orunde gelegte 
Farbe & und deren Complementarfarbe 6'. Von den beiden Farben 
c und c^y deren Mischungsfarbe man sucht, sei die eine darstellbar 
durch die Mischung der Farben aa und /3&, die andere durch die 
Mischung der Farben a^a und ß^hj so ist (immer abgesehen vom bei- 
gemischten Weiss) die Mischung von c und c^ darstellbar durch die 
81 Vermischung der vier Farben aa, /S6, f o^a, ß^h. Aber aa giebt mit 
a^a vermischt {a -{- a^a und ßh mit ß^h vermischt {ß -|- ß^ b. Also 
ist die Mischung von c und q auch darstellbar durch die Mischung 
der beiden Farben (« -|- a^) a und (ß + ßi) &• Da diese letzteren 
aber die zu Grunde gelegten Farbentone a, b oder a', b' haben, so 
wird ihre Mischung dargestellt durch die geometrische Summe der 
Strecken, abo durch die Strecke 

(« + ai)a + (/J + /Ji)6, 
das heisst durch 

(«a-|-/J6) + (c^a + A6), 

das heisst durch die geometrische Summe zweier Strecken, weldie 
einzeln genommen, die zu vermischenden Farben darstellen. 

Wir können diess Gesetz, welches aus den drei zu Grunde« gelegten 
Voraussetzungen mit Nothwendigkeit folgt, und welches zur Bestim- 
mung der Farbenreihe nur eine einfache, aber vollständige Beobachtungs- 
reihe erfordert, auch noch in anderer Weise ausdrücken. 
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Nämlich, wenn man um den Anfangspunkt der Strecken mit dem 
Radius a einen Ereis schlagt, und statt jeder Strecke den Punkt setzt, 
in welchem sie die Peripherie trifiPt, versehen mit einem Gewicht, 
welches der Länge jener Strecke proportional ist, so kann man die 
Mischfarbe aus zwei gegebenen Farben auf folgende Weise finden: 
Man stellt jede der zu mischenden Farben durch einen solchen schweren 
Punkt der Peripherie dar, so nämlich, dass der zugehörige Radius den 
Farbenton anzeigt, und das zugehörige Gewicht die Farbenintensität 
ausdrückt, und bestimmt den Schwerpunkt. Dann zeigt die Strecke, 
welche vom Mittelpunkte nach diesem Schwerpunkt gezogen ist, den 
Farbenton an, und, nachdem sie mit der Summe der Gewichte multi- 
plidrt ist, auch die Farbenintensität 

Die Identität dieser Bestimmung mit der früheren ergiebt sich 
leicht aus folgender, in meiner Ausdehnungslehre erwiesenen Kon- 
struktion des Schwerpunktes: Den Schwerpunkt der Punkte Ä, Bj Cy . . ., 
welche beziehlich mit den Gewichten a, /3, 7^, . . . versehen sind, findet 
man, indem man von einem beliebigen Punkte die Strecken OÄ^ 
OBy OC, . . . zieht, diese beziehlich mit a, /3, 7^, . . . multiplicirt, das 
heisst ihre Länge, ohne ihre Richtung zu ändern, im Yerhältniss 
1 : a, 1 : ßy 1 : 7^, . . . ändert, aus den so f gewonnenen Strecken die 82 
geometrische Summe bildet, und diese durch a + /* + y + ' • * ^^' 
dirt, so ist der Endpunkt der so gewonnenen Strecke der gesuchte 
Schwerpunkt. 

Was endlich die Beimischung des farblosen Lichtes betrifR;, so 
ist dazu noch eine Voraussetzung erforderlich. Am einfshchsten ist es, 
anzunehmen: 
dass die gesamnUe lAchtintensüät der Mischung die Summe sei aus 
den Intensitäten der gemischten Lichter, 
Hierbei verstehe ich unter der gesammten Lichtuitensität die Summe 
aus der Intensität der Farbe, wie ich sie oben festgestellt habe, und 
aus der Intensität des beigemischten Weiss, und die Intensität des 
Weissen, wie auch jeder einzelnen Farbe, setze ich dabei nicht dem 
Quadrat der Yibrationsintensität, sondern dieser selbst proportional, so 
dass abo bei der Vermischung zweier weissen oder gleichfarbigen 
Lichter die Intensität der Mischung die Summe wird aus den Intensi- 
föten der vermischten Lichter. 

Es ist diese vierte Voraussetzung nicht als eine so wohl begrün- 
dete zu betrachten, wie die früheren, obwohl sie sich aus theoretischen 
Betrachtungen durchaus als die wahrscheinlichste ergiebt. 

Um die Folgerungen aus dieser Hypothese zu ziehen, wollen wir 
die Intensität der durch die Strecke a dargestellten Farbe gleich 1 
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setzen und annelmien, dass die yerschiedenen homogenen Farben, deren 
Intensität 1 ist, durch Punkte der Peripherie dargestellt werden, so 
dass das Gewicht dieser Punkte dem Obigen gemäss gleichfalls gleich 1 
gesetzt werden muss. Nun seien (Fig. 3) Ä und B zwei Punkte der 
Peripherie, welche also homogene Farben von der Intensität 1 dar- 
stellen. Es mögen nun die Farben aÄ und ßB yermischt werden, 
pj ^ das heisst zwei homogene Farben, deren Intensitäten 

a und ß sind, und deren Farbentone Ä und B sind, 
so ist die Summe der Intensitäten a -{- /3. Um nun 
die Farbe der Mischung zu bestimmen, haben wir 
nach dem Obigen den Schwerpunkt der mit den (Ge- 
wichten a und ß Tersehenen Punkte Ä und B zu 
suchen. Es sei derselbe 0, der Mittelpunkt des Kreises 
sei 0, so ist, wenn der Radius des Kreises 1 gesetzt ist, nach dem 
88 Obigen die f Farbenintensität gleich (a -{- ß)OC. Es sei der Punkt, 
worin OC verlängert die .Peripherie trifiFl!, D, so ist die Gesammt- 
intensität a -{- /}, oder, da der Radius 1 gesetzt ist, (a -j- ß) OD, Diese 
Gesammtintensiföt soU nach der gemachten Voraussetzung gleich der 
Intensität der Farbe plus der Intensität des beigemischten Weiss sein, 
also ist letztere gleich 

(<t + ß)OD-(a + ß)OC, 
das heisst 

^{a + ß)CD. 

Also ist die Intensität des beigemischten Weiss gleich der mit der 
Summe der Gewichte multiplicirten Entfernung des Schwerpunktes 
von der Peripherie. 

Hieraus folgt dann weiter, dass, wenn man stets die gesammte 
Masse im Schwerpunkt vereinigt denkt, in welchem Falle man den mit 
einem solchen Gewicht versehenen Schwerpunkt die geometrische Summe 
der einzelnen mit ihren Gewichten behafketen Punkte nennt*), dann 
jeder Lichteindruck nach seinen drei Momenten genau durch einen mit 
einem gewissen Gewichte behafteten Punkt dargestellt wird. 

Die Richtung, in welcher dieser Punkt vom Gentrum aus Hegt, 
oder auch der Punkt, worin diese Richtung die Peripherie triffl;, stellt 
den Farbenton dar, das Gewicht des Punktes die gesammte Lichtinten- 
sität; die mit diesem Gewichte multiplicirte Entfernung vom Gentrum 
stellt die Intensität der Farbe dar, und die mit dem (Gewidite multi- 
plicirte Entfernung von der Peripherie die Intensität des beigemischten 
Weiss. Wenn wir unter Farbensättigung eines Lichtes die Intensität 



*) Siehe meine Ansdeimnngslehre und Möbius barycentrischen Galcol. 
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seiner Farbe, dividirt durch die ganze Lichtintensitat, TerBtehen, so 
wird die Farbensättigang durch die ein&che Entfernung des Punktes 
Yom Gentrum dargestellt. Hat man dann auf diese Weise zwei oder 
mehre zu mischende Farben dai^estellt, so wird die Mischung toU- 
standig durch die geometrische Summe der die einzehien Farben dai^ 
stellenden schweren Punkte dargestellt. 

Man sieht, dass diess hier auf rein mathematischem Wege aus yier 
hinreichend begründeten Voraussetzungen abgeleitete Gesetz in seinen 
wesentlichen Zügen mit Newtons empirischer Regel, wie er sie am 
angeführten Orte aufstellt, übereinstimmt. Doch f bedarf die Art, wie 84 
Newton die homogenen Farben auf dem Umfange seines Kreises ver- 
theilt, einer durchgängigen Beyision, zu welcher durch die Versuche 
des Herrn Helmholtz nur erst die ersten Anfange gemacht sind. 
Erst wenn hierüber ein hinreichendes Licht yerbreitet ist, kann man 
sich an die Beantwortung der interessanten Frage heranwagen, nach 
welchem Gesetze die den verschiedenen Farben zugehörigen Aether- 
schwingungen sich in den Nerren oder im Sensorium zu einfachen 
Farbeneindrücken zusammensetzen, eine Frage, von deren Beantwortung 
wesentlich die Idee der verschiedenen Farben und des farblosen Lichtes 
abhangt. 

Stettin den 19. Februar 1853. 
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IV. üebersicht der Akustik und der niedem Optik. 



Von 

Professor Hermaim Oragsmaim. 



Programm des Königlichen und StadtgymnaBiums zu Stettin, September 1864. 



Akustik. 



§ 1. Soliall und Ton« 

1. Schall. Die Akustik (&ocov6tiKi^ ist die Lehre von dem, was 
hörbar ist. Jedes Hörbare heisst ein Schall. Unser Gehörorgan ver- 
nimmt dann und nur dann einen Schall, wenn die dasselbe umgebende 
Luft hinlänglich stark erschüttert wird. Um die Art kennen zu lernen, 
wie die Eigenthümlichkeit eines Schalles von den Erschütterungen der 
Luft abhangt, bedient man sich eines Apparates, durch den man der 
Luft beliebig schnell Erschütterungen mittheilen und den Zeitraum 
zwischen je zwei aufeinander folgenden Erschütterungen genau bestimmen 
kann, der sogenannten Sirene. Sie besteht aus einem Bade, dessen 
Umdrehungsgeschwindigkeit durch ein mit ihm verbundenes Baderwerk 
bestinmit werden kann, und welches am Umfange am gewöhnlichsten 
eine Beihe von Stäben oder Zähnen tragt; diese Stabe bringen nun die 
Erschütterungen hervor, indem sie entweder an ein feststehendes Blech 
anschlagen, oder durch eine feststehende Spalte hindurchgehen, oder 
indem sie der Luft, welche durch eine Bohre geblasen wird, beim Vor- 
übergehen den Durchgang abwechselnd verschliessen und wieder ö£Eaen. 
Ist dann a die Zeit, die für eine Umdrehung des Bades gebraucht 
wird, und ist b der Bogen zwischen zwei Stäben dividirt durch die 
ganze Peripherie, so ist ab die Zeit, welche zwischen den durch die 
beiden Stabe hervorgebrachten Erschütterungen verfiiesst. Vermittelst 
dieses Apparates ergeben sich nun leicht die folgenden Gesetze. 

2. Ton. Wenn die Erschütterungen regelmässig in gleichen Zeit- 
intervallen wiederkehren, und mindestens 7 und höchstens 30000 E]> 
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Schütterangen auf eine Sekunde kommen, so entsteht, bei hinlänglicher 
S<»rke der Erschütterungen, ein Ton von bestimmter Höhe oder Tiefe, 
und zwar wird der Ton um so höher, je schneller die Erschütterungen 
auf einander folgen. Jede Erschütterung der Luft bewirkt auf der 2 
Seite, nach welcher sich der erschütternde Körper hin bewegt, eine 
Luftverdichtung, auf der andern eine Luftyerdünnung. Wenn die Luft- 
erschütterungen regelmässig auf einander folgen, so nennen wir die 
Luftbewegung von einer Luftverdichtung bis zur nächstfolgenden eine 
Luft-Schwingung, und nennen die Zeit, welche zwischen einer Luft- 
verdichtung und der nächstfolgenden verfiiesst, die Schwingungs- 
dauer. 

Wenn die Schwingungen bei einem Tone doppelt so rasch auf 
einander folgen wie bei einem andern, so ist der erstere die Oktave 
des letzteren, und wird in der Musik mit demselben Buchstaben be- 
zeichnet. Der tiefste in der Musik gebräuchliche Ton, das sogenannte 
32-f&ssige (7, welches mit G bezeichnet wird, macht etwa 16 (ge- 
nauer löyj Schwiagungen in der Sekunde. Schreitet man von ihm 
aus in Oktaven fort, so erhält man 

Contra C, gross (7, klein c, eingestrichen c, zweigestrichen c u. s. w., 
bezeichnet mit 

C C c c c c . . . 

mit etwa 32 64 128 256 512 1024 

Schwingungen in einer Sekunde. Es mögen zwei solche Töne, von 
denen der eine aus dem andern durch Fortschreitung um eine oder 
mehrere Oktaven hervorgeht, gleichnamige Töne heissen. 

Anmerkung. Bekanntlich bedient man sich zur Benennimg der Töne 
zwischen klein c und e der Buchstaben edefgahc. In der Beihe der Töne, 
welche mit den genannten Buchstaben bezeichnet werden, nennt man die Fort- 
schreitung von e zu. f, und ebenso die von h zac einen halben Ton, die übrigen 
Fortschreitangen von einem Tone jener Reihe zum nächstfolgenden ganze Töne. 
Wenn man von einem Tone jener Reihe zn einem höheren Tone derselben Reihe 
fortschreitet, der von ihm ans gerechnet der 2-te, 3-te, 4-te, 5-te Ton der Reihe ist, 
so nennt man den letztem die Sekunde, Terz, Quarte, Quinte des enteren und so 
fort, wodurch dann, weil c von c aus der 8-te Ton ist, der Name der Oktave ge- 
rechtfertigt ist. Ein Ton, der um einen halben Ton höher oder tiefer liegt als 
ein anderer, wird dadurch bezeichnet, dass man dem Namen des letzteren die 
Silbe is oder es anhSjigt {es statt ees, as statt (»es, b gleichbedeutend mit hes)\ die 
genaueren Verhältnisse werden sich später ergeben. 

3. Harmonische Töne. In derselben Zeit, in welcher der Ton C 
(Contra C) eine Schwingung macht, macht jeder der folgenden Töne 
die darunter verzeichnete Anzahl von Scbwingui^en: 
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CCGcegb*cd e g 
123456789 10 12 



6* Ä c 
14 15 16 



d 
18 



e f* 
20 21 



9 gts ... 
24^ 25 ..., 



3 wobei die mit * bezeichneten Töne, deren Schwingungszahlen durch 7 
theilbar sind, nur in gewissen Tonverbindungen (den sogenannten 
Septimenakkorden) vorkommen, während die durch höhere Primzahlen 
theilbaren Schwingungszahlen solchen Tönen angehören, die in der 
Musik ganz verworfen oder höchstens als Nothbehelf gebraucht werden. 
Man nennt die ganze Reihe der Töne, deren Schwingungszahlen Mehr- 
fache von der Schwingungszahl eines und desselben Tones sind, die zu 
diesem Tone gehörigen harmonischen Töne, und dieser Ton selbst 
heisst der Grundton der Reihe. 

Anm. Man kann die Reihe hannonischer Töne sehr leicht an einer ge- 
spannten Saite beobachten, von der man nnr einen Theil, und zwar zuerst die 
Hälfte, dann */,, y^ n. s. w. schwingen lässt (Monochord). 

4 Intervalle. Wenn die Schwingungszahlen zweier Töne sich 
verhalten wie die zweier andern, so sagt man, die beiden ersten Töne 
lassen dasselbe Intervall zwischen sich, wie die beiden letzten. Man 
drückt am besten jedes Intervall durch einen unächten Bruch aus, 
dessen Zähler die Schwingungszahl des höheren Tones, und dessen 
Nenner die Schwingungszahl des tieferen Tones ist. Ein Intervall ist 
also gleich dem unächten Bruch p:q, wenn der höhere Ton des Inter- 
valls p Schwingungen macht, während der tiefere q Schwingungen 
macht. Aus der Reihe der harmonischen Töne ergeben sich, wenn 
man die durch 7 theibaren Schwingungszahlen weglässt, ftir je zwei auf- 
einander folgende Töne der Reihe folgende Intervalle: 

Y = Oktave, j = Quinte, y == Quarte, | ==« grosse Terz, f = kleine 
Terz, I und f ganze Töne, J| und || halbe Töne. 

5. Zwei Töne, welche gleichzeitig erklingen, bringen einen an- 
genehmen Eindruck hervor (konsoniren), sobald das Yerhaltniss der 
Schwingungszahlen sich durch ganze Zahlen ausdrucken lässt, die ent- 
weder selbst kleiner als 7 sind, oder sich durch beliebig fortgesetzte 
Division mit 2 in ganze Zahlen, kleiner als 7, verwandeln lassen. Man 
nennt diese Intervalle Konsonanzen, alle übrigen Dissonanzen. 
Innerhalb einer Oktave giebt es 6 Konsonanzen: 



Quinte = ^, c:flr 

grosse Terz = |, c : c 
kleine Terz === |^ c:^ 



Quarte =« A, ^ : c 

kleine Sexte = f , e:c 
grosse Sexte = y, S^ : c 



von denen die rechtsstehenden von den links danebenstehenden zu einer 
Oktave ergänzt werden. Die Konsonanzen sind um so vollkommener, 
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je kleiner die ganzen Zahlen sind, durch die sie sich ausdrücken lassen. 
Daher ist nach der Oktave die Quinte die voUkommenste Konsonanz. 
Die Musik wendet indessen auch Dissonanzen an^ jedoch nur f die- 4 
jenigen, deren Schwingungsverhaltniss sich durch Produkte Ton Prim- 
zahlen, die die 7 nicht überschreiten, ausdrücken lassen, und sie verlangt 
überdies, dass jede Dissonanz sich in eine darauf folgende Konsonanz 
auflöse. 

6. Verbindung der Intervalle. Wenn in einer Reihe von 
Tönen jeder folgende höher ist als der vorhergehende, und man die 
Intervalle zwischen je zwei auf einander folgenden Tönen dieser Reihe 
kennt, so findet man das Intervall je zweier getrennt liegender Töne 
dieser Reihe, wenn man die sämmtlichen dazwischen liegenden Inter- 
valle mit einander multiplicirt. Ist zum Beispiel das Intervall zwischen 
dem ersten und zweiten Ton gleich a und das zwischen dem zweiten 
und dritten gleich b, so ist das zwischen dem ersten und dritten 
gleich ab] denn während der erste eine Schwingung macht, macht der 
zweite a Schwingungen, und während der zweite eine Schwingung 
macht, macht der dritte b Schwingungen, also während der zweite 
a Schwingungen macht, das heisst, während der erste eine Schwingung 
macht, macht der dritte ab Schwingungen, dass heisst, das Intervall 
zwischen dem ersten und dritten ist ab. 

7. Akkorde. Mehr als zwei Töne, welche gleichzeitig erklingen, 
und von denen mindestens drei einander ungleichnamig sind, bilden 
einen Akkord, und wenn je zwei der Töne konsoniren, einen konso- 
nirenden Akkord. Ein konsonirender Akkord, der aus drei ungleich- 
namigen Tönen besteht, heisst ein Dreiklang. Es giebt nur sechs 
Dreiklänge, welche sich innerhalb des Raumes einer Oktave halten, 
dass heisst, deren höchster Ton noch tiefer ist als die Oktave des 
tiefsten Tones. In der That, es sei das Intervall vom ersten (tiefsten) 
zum zweiten Tone des Dreiklanges = a, das vom zweiten zum dritten 
b, also das vom ersten zum dritten »» a&, so müssen a, b und ab drei 
der in Nr. 5 genannten Konsonanzen sein; man überzeugt sich leicht, 
dass nur folgende Produkte jener Konsonanzen wieder eine jener Kon- 
sonanzen liefern: 

6. 6. 8 4 A __. 6. 6. . 1 1 

4*6 if » 4 876 8 6- 

Jede dieser Gleichungen liefert zwei Dreiklänge, indem das Inter- 
vall zwischen dem ersten und zweiten Ton entweder dem ersten oder 
dem zweiten Faktor des Produkts gleich sein kann. Die daraus fol- 
genden Schwingungsverhältnisse für diese Dreiklänge sind: 

1.1.1 = 4.5.6. 1«l-l = 3-4-5« l'l'l = 5'6'8* 
1.1.1 1.1.1. 1.1.1^1.1.1. 1.1.1-— 1.1.1 

Orftttmann, Werke. U 8. 12 
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Die Dreiklange der ersten Reihe lassen sich aus dem ersten der- 
selben ableiten, und zwar der zweite, indem man den höchsten Ton 
um eine Oktave yertiefb, der dritte, indem man den tiefsten Ton um 
eine Oktave erhöht, und ebenso lassen sich die Dreiklänge der zweiten 
Beihe aus dem ersten Dreiklang derselben Reihe ableiten. Man nennt 
die Dreiklange der ersten Reihe die harten Dreiklange, die der zweiten 
6 die f weichen Dreiklänge. Man nennt femer den ersten Dreiklang 
in jeder der beiden Reihen die erste Lage, den zweiten die zweite 
Lage, den dritten die dritte Lage des harten oder weichen Dreiklanges. 
Es giebt also nur zwei wesentlich yerschiedene Dreiklänge: 

1. den harten Dreiklang, welcher in seiner ersten Lage aus einer 
grossen und einer darauf folgenden kleinen Terz besteht^ mit den Ton- 
yerhältnissen: 

4:5:6, 
zum Beispiel 

c e g-, 

2. den weichen Dreiklang, welcher in seiner ersten Lage aus 
einer kleinen und einer darauf folgenden grossen Terz besteht, mit den 
Tonyerhältnissen : 



oder in ganzen Zahlen: 
zum Beispiel 



1 . i . 1 
« • 6 • 4> 



10:12:16, 

e g h. 

Man nennt den Ton, welcher bei der ersten Lage der tiefste ist, 
den Grundton des Dreiklanges. Femer nennt man den harten (oder 
weichen) Dreiklang selbst, so wie jeden Akkord, der aus ihm dadurch 
hervorgeht, dass man beliebige Töne desselben um beliebig viele 
Oktaven erhöht oder vertieft, oder beliebig viele dieser Oktaven hin- 
zufQgt, den Durakkord (oder Mollakkord), und zwar den c-Durakkord 
(oder c -Mollakkord) wenn c der Grundton ist; so zum Beispiel ist 
c e g c em c-Durakkord, e g h e ^in. 6-Mollakkord. Es giebt ako 
nur zwei wesentlich verschiedene konsonirende Akkorde, den Dur- 
akkord und den Mollakkord. 

Anm. Unter den dissonirenden Akkorden ist der Akkord mit den Ton- 
verhältnissen 

4:6:6:7, 
znm Beispiel 

c e g h* 

deijenige, welcher sich durch die kleinsten Zahlen aasdrücken lässt, nnd welcher 
daher unter den dissonirenden Akkorden der wohlklingendste ist. Er heisst Sep- 
timenakkord. Als dissonirender Akkord muss er sich in einen darauf folgenden 
konsonirenden auflösen, dass heisst, seine sämmtlichen Dissonanssen müssen in 
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darauf folgende Konsonanzen übergehen. Es löst sich jener Akkord (c e g b*) 
auf in den f-dax- oder /'-moll- Akkord; indem c unverändert bleibt, e und g in f 
übergehen nnd b* in die Dnr- oder MoU-Terz von f übergeht. 

8. Diatonische Tonleiter, (yivog diatovcxov^ Durskala.) 
Wenn man zu einem Tone die beiden Töne hinzonimmt; welche um 
eine Quinte und Quarte höher liegen'^ und auf diesen drei Tönen die 
Durakkorde aufbaut^ so erhält man die diatonische Tonleiter (Dur- 
skala)^ und zwar nennt man den Ton^ von dem man ausging, den Grund- 
ion f der Tonleiter. Ist c der Grundton, so ist g die Quinte, /* die 6 
Quarte desselben, die drei auf ihnen gebaute Akkorde sind 

Diese Töne nach ihrer Höhe geordnet geben die Tonleiter 

cdefgahc 
mit den Schwingungszahlen: 

^ 84S 2S8^> 

oder in ganzen Zahlen: 

24 27 30 32 36 40 45 48; 
die aufeinander folgenden Interyalle sind, 

9. 10 16 iL 10 1 1_6 
8 9 16 8 9 8 i6> 

so dass, wie wie wir oben fanden, zwischen c und /*, und ebenso 
zwischen h und c, das Intervall eines halben Tones \l liegt, die übrigen 
Interyalle sind die ganzen Töne f und y. 

9. Chromatische Tonleiter, (ydvos %Q(DiiarLx6v,) Da||-|| = y 
ist, so bilden die beiden halben Töne ^ und ^ zusammengesetet einen 
kleinen ganzen Ton. Ebenso lässt sich der grosse ganze Ton j zer- 
legen in fl • H, also in zwei halbe Töne, von denen der eine in der 
zu c gehörigen harmonischen Tonreihe zwischen h und &*, und der 
andere zwischen e und f* liegt. Zerlegt man auf diese Weise jeden 
ganzen Ton der diatonischen Tonleiter in zwei halbe, so erhalt man 
eine Tonleiter von zwölf halben Tönen, die jedoch von sehr verschie- 
dener Ghrösse sind. Man nennt eine Tonleiter von zwölf halben Tönen, 
welche zusammen eine Oktave umfassen, eine chromatische Tonleiter. 
Wenn in ihr alle halben Töne von gleicher Grösse sind, so sagt man, 
sie sei nach gleichschwebender Temperatur gestimmt Es sei s 
der halbe Ton bei gleichschwebender Temperatur, so wird die chro- 
matische Tonleiter ftir den Grundton 1 die folgende sein 

1,8,8^ s". 

Also da die Tonleiter eine Oktave umfassen soll, so muss 8^^ die 

12* 
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Oktave des Gb-andtonS; also gleich 2 sein; somit 



Die Exponenten von 8 in der obigen Reihe sind: 

|0|1|2|3|4|5|6|7|8|9|10|11|12| 
und die dazugehörigen Töne sind, wenn der erste Ton c ist, folgende: 



c 


eis 

des 


d 


dis 
es 


e 


f 


fis 
ges 


9 


9*s 
as 


a 


ais 
b 


h 


e 



Um hiermit die diatonische Tonleiter zu vergleichen, sei n die 
Schwingungszahl für irgend einen Ton derselben, wenn der Grundton 1 
ist, und sei n gleichfalls als Potenz von s darzustellen, abo n »« 5*, 



so hat man, da s «= 2 ist, n = 2^', das heisst 



log.w — -log.2, X 



12 



12 

log. 2 



log. W, 



woraus sich x ungefähr gleich 40 . log.n (genauer »» 39,8631 . log. n) 
7 ergiebt. Setzt f man hier statt n nach und nach die Werthe 1, 
f 4 3 f I ¥^ ^ ®^ ®^ erhalt man die Werthe von x, mit welchen 5 
potenzirt werden muss, um die Töne der diatonischen Tonleiter zu 
geben, das heisst, man findet um wieviel halbe Töne (gleichschwebender 
Temperatur) jeder Ton der diatonischen Skala vom Grundton entfernt 
liegt. Man findet dafOr, bis auf Hundertstel eines halben Tones be- 
rechnet, die Werthe: 

2,04 3,86 4^98 7,02 8,84 10,88 12, 
während die gleichschwebende Temperatur fflr die Töne 
c d e f g a h 



die Werthe: 



9 a 

2 4 5 7 9 11 12 

liefert. Als Mass ist hierbei der halbe Ton s der gleichschwebenden 
Temperatur zu Grunde gelegt. 

Also die Quinte sollte nach der gleichschwebenden Temperatur 
7 halbe Töne enthalten, die reine Quinte enthält aber, wie die erste 
Werthreihe zeigt, 7,02 halbe Töne, die Quinte der gleichschwebenden 
Temperatur ist also um ^ eines halben Tones zu tief; dagegen ist 
die grosse Terz der gleichschwebenden Temperatur um ~^, also etwa 
um Y eines halben Tones zu hoch, unterschiede, welche zwar einem 
geübten Ohr erkennbar, aber doch nicht gross genug sind, um den 
Eindruck der Konsonanz wesentlich zu stören. 
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§ 2. Fortpflanrang des Schalles. 

1. Fortpflanzungsgeschwindigkeit. Die Geschwindigkeit, 
mit der sich der Schall fortpflanzt, ist f&r hohe and tiefe Töne 
dieselbe, und beträgt fQr die atmosphärische Luft bei 0^ 1024 Pariser 
Fuss oder 1060 rheinländische Fuss; bei einer Erhöhung der Tem- 
peratur um 1^ G nimmt die Geschwindigkeit, mit der sich der Schall 
durch die atmosphärische Luft fortpflanzt, um 1,8 Fuss zu. Durch die 
meisten übrigen Körper pflanzt sich der Schall mit grösserer Ge- 
schwindigkeit fort, zum Beispiel durch Wasser 47j-mal, durch Marmor 
V/^-malf durch Eisen, durch Fichten- oder Tannenholz 15-mal so rasch 
ab durch atmosphärische Luft. Durch den luftleeren Baum dringt er 
gar nicht hindurch. 

Die allgemeine Formel für die Fortpflanzungsgeschwindigkeit des 
Schalles, wie man sie durch die Theorie xmd durch die Beobachtung 
gefunden hat, ist 

c — }/2^, 

wo c die Fortpflanzungsgeschwindigkeit des Schalles, g der Fallraum, . 
und m das Mass der Elasticität für die Substanz ist^ durch welche der 
Schall sich fortpflanzt. Wenn man nämlich auf einen aus jener Sub- 
stanz bestehenden senkrechten Cylinder von 1 Fuss Höhe ein Gewicht 
legt, was gleich ist dem Gewicht des Cylinders, so wird dadurch die 
Höhe des Cylinders etwas verkürzt; die Zahl, welche angiebt, wie oft 
diese f Verkürzung in der ursprünglichen Höhe, also in 1 Fuss, ent- 8 
halten ist^ heisst das Mass der Elasticität fär die Substanz*). (Beob- 
achtungen; Berechnung von Neuton und Laplace.) 

2. Fortpflanzung in Bohren oder Stäben. Da der Schall 
in Verdichtungen und Verdünnungen derjenigen Substanz besteht, durch 
welche er sich yerbreitet, so ist die Fortpflanzungsgeschwindigkeit des 
Schalles gleich der Geschwindigkeit, mit welcher sich eine in der Sub- 
stanz hervorgebrachte Verdichtung oder Verdünnung durch dieselbe 
fortpflanzt Hat man eine horizontale Reihe von gleich grossen 
Marmorkugeln, deren Mittelpunkte in gerader Linie li^en, xmd welche 
so an Fäden hängen, dass sie sich gegenseitig berühren, und man lässt 
die erste Kugel gegen die zweite stossen, so würde, wenn keine Kugel 

r weiter vorhanden wäre, die zweite Kugel (unter Voraussetzung voU- 



*) Diese Fonnel stimmt auch f9r Lufbarten genau mit der Beobachtimg überein, 
wenn man dafSr sorgt, dass bei der Bestimmaug des Masses der Elasticität die 
durch die Znsammendrückong erzeugte Wärme nicht entweicht. 
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kommener Elasticität) mit derselben Geschwindigkeit fortfliegen^ mit 
welcher die erste anlangte^ wahrend diese stehen bleibt; folgen also 
noch mehrere Engeln^ so wird nur die letzte abfliegen; zwischen der 
Zeit, wo die erste anprallt, und wo die letzte abfliegt, wird der Zeit- 
raum liegen, wahrend dessen sich die durch das Anprallen bewirkte 
Verdichtung bis zur letzten Eugel fortpflanzt Also, da die Fort- 
Pflanzungsgeschwindigkeit durch Marmor etwa 8000' in einer Sekunde 
beträgt, so würde jene Eugelreihe 8000' lang sein müssen, wenn die 
letzte Eugel eine Sekunde nach dem Anprallen der ersten abfliegen 
sollte; und wenn die letzte Eugel noch eine feststehende elastische 
Wand berührte, die senkrecht gegen die Eugelreihe stände, so würde 
sich die Verdichtung wieder rückwärts fortpflanzen, und die erste 
Eugel würde zwei Sekunden, nachdem sie anprallte, wieder zurückprallen. 
Stellt man sich statt der Engeln Würfel vor, so hat man ein genaues 
Bild von der Fortpflanzung der Verdichtung durch Stäbe und Bohren. 
Die Verdünnung pflanzt sich genau auf gleiche Weise fort, und also 
auch der Schall. Man sieht, dass sich derselbe, unter Voraussetzung 
vollkommener Elastici1»t, in Röhren oder durch Stäbe ungeschwächt 
. fortpflanzen muss. 

3. Fortpflanzung nach allen Seiten. Stellt man sich in der 
atmosphärischen Luft eine Eugel vor, die sich plötzlich nach allen 
Seiten hin ausdehnt, so wird die umgebende Luft verdichtet^ und diese 
Verdichtung schreitet mit der Schallgeschwindigkeit fort; nach einer 
Sekunde bildet also die verdichtete Luft eine Eugelschicht, deren Radius 
1024 Fuss ist. Man nennt diese fortschreitende Eugelschicht eine Ver- 
dichtungswelle. Wenn sich die Eugel nun zusammenzieht, so sendet 
sie jener Verdichtungswelle eine Verdünnungswelle nach. Wenn eine 

» Reihe abwechselnder Verdichtungs- und Verdünnungswellen f unmittel- 
bar auf einander folgen, so nennt man die Entfernung der Mitte einer 
Verdichtungswelle von der Mitte der imchstfolgenden Verdichtungswelle 
die Wellenlänge. Dabei nimmt der Schall an Stärke in dem Masse 
ab, als er sich über einen grösseren Raum ausbreitet, das heisst, er 
ninmit ab, wie das Quadrat der Entfernung zunimmt. Geht der Schall 
an einem festen Eörper vorüber, so verbreitet er sich zwar auch hinter 
demselben, nimmt aber, indem er aus der Richtung des Wellenradius 
abbiegt, bedeutend an Stärke ab. 

4. Gleichzeitigkeit der Wellen. Wenn in der Luft oder in 
irgend einem elastischen Eörper beliebig viele Systeme von Schall- 
wellen zugleich erregt werden, so pflanzen sich diese, ähnlich den 
Wasserwellen, gleichzeitig fort, ohne sich gegenseitig zu stören, nur 
dass, wo sich zwei oder mehrere Wellen kreuzen, die Verdichtung die 
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algebraische Summe wird aus den durch die einzehieii Wellen be- 
wirkten Yerdichtangen^ wobei die Verdünnung als negative Verdichtung 
gerechnet wird. Doch werden durch das Ineinandergreifen verschie- 
dener Wellensysteme manche eigenthümliche Erscheinungen hervor- 
gebrachty wie die Eombinationstone und die Interferenzerscheinungen. 

5. Echo und Resonanz. Wenn der Schall gegen die Oberfläche 
eines festen elastischen Korpers prallt^ so wird dieser dadurch gleich- 
falls in Schwingungen versetzt; zugleich aber wird der Schall zurück- 
geworfen^ und zwar so, dass die Fortpflanzungsrichtung des zurück- 
geworfenen Schalles mit dem auf der Oberfläche errichteten Lothe 
einen gleichen aber nach entgegengesetzter Seite liegenden Winkel 
bildet, wie die Fortpfianzungsrichtung des auffallendes Schalles (Ein- 
£eJlsloth; Einfallswinkel, Zurückwerfungswinkel). Der zurückgeworfene 
Schall heisst Echo (Widerhall, Nachhall). Da es keinen vollkommen 
elastischen Körper giebt, so theilt sich der Schall, indem er an die 
Oberfläche eines festen Körpers, oder überhaupt eines Körpers stösst, 
der den Schall mit anderer Geschwindigkeit fortpflanzt, in drei Theile: 
der eine Theil dringt in den festen Körper ein, ein anderer wird 
zurückgeworfen, ein dritter verschwindet als Schall (wird absorbirt). 
Wenn die Fortpflanzungsgeschwindigkeit in den beiden aneinander 
granzenden Körpern gleich gross ist, so findet gar keine Zurück- 
werfung statt. 

Hieraus erklärt sich die Wirkung des Resonanzbodens, das Mit- 
klingen gleichgestimmter Saiten, das Hindurchdringen des Schalles in 
rings geschlossene Räume, die akustische Wirkung der Brennpunkte 
eines elliptischen Saales, des Hörrohrs. 

6. Das Ohr. Die Schallwellen, welche aus der Luft zu dem 
Ohre gelangen, werden zuerst durch die Ohrmuschel und den Gehörs- 
gang concentrirt, und erschüttern das Trommelfell, durch welches der 
Gehörsgang geschlossen ist; die Schwingungen des Trommelfelles theilen 
sich dann theils der Luft in der Trommelhöhle, theils einer Reihe von 
vier Knöchelchen mit, von denen das erste (der Hammer) mit dem 
Trommelfell verwachsen f ist. Von der Trommelhöhle • ftlhren zwei lo 
mit elastischen Häuten überzogene Oeffiiui^en, das sogenannte runde 
und ovale Fenster, in das mit einer wässrigen Flüssigkeit erfüllte, 
mannigfach verzweigte Labyrinth, in welchem sich die Gehörsnerven 
ausbreiten. Bei angespanntem Hören wird nur das letzte der vier 
Knöchelchen (der Steigbügel) an das ovale Fenster gedrückt; dann 
pflanzen sich die Schwingungen des Trommelfelles theils durch die 
Luft der Trommelhöhle nach dem runden Fenster hin fort, und ge- 
langen von da zu den Gehörsnerven des Labyrinths, theils pflanzen sie 
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sich durch die Reihe der vier Enöchelchen, ohne erst durch daz¥ri8ch6ii- 
. tretende Luft geschwächt zu sein, zum oyalen Fenster und von da zu 
den Gehorsnerven fort, um einen starken Schall ohne Nachtheil zu 
empfinden; wird dagegen das Trommelfell nach aussen gezogen und 
dadurch das letzte der vier Knöchelchen (der Steigbügel) vom ovalen 
Fenster getrennt. Dann dringt der Schall nur durch die Luft der 
Trommelhöhle zum Labyrinth, und wird dadurch bedeutend geschwächt. 
Ausserdem kann der Schall auch durch die festen Theile des Kopfes 
unmittelbar dem Labyrinth und den dann befindlichen Nerven mit- 
getheilt werden. 

§ 3. Erregung der Töne durch Schwingungen. 

1. Arten der Schwingungen. Die Töne werden am voll- 
kommensten hervorgebracht durch Schwingungen länglicher elastischer 
Körper. Man imterscheidet bei ihnen zwei Hauptarten von Schwing- 
ungen: Trans Versalschwingungen; bei welchen sich der Körper 
seitwärts hin und her biegt, und Longitudinalschwingungen, bei 
welchen sich der Körper nur abwechselnd verlängert und verkürzt. 

2. Gespannte Saiten. Wenn eine gespannte Saite transversal 
schwingt^ und zwar so, dass innerhalb derselben kein Punkt in Ruhe 
bleibt, so findet (wie Rechnung und Beobachtung ergiebt) zwischen 
der Anzahl der Schwingungen in einer Sekunde (n), der Länge der 
Saite (Z), der Spannung derselben (p) und dem Fallraum {g) folgende 
Gleichui^; statt: 

Hier ist der Fallraum g gleich 15% FusS; und unter der Spannung p 
ist das spannende Gewicht dividirt durch das Gewicht von einem Fuss 
der Saite verstanden. 

Soll zum Beispiel eine Saite von 1 Fuss Länge 512 Schwingungen 
in einer Sekunde machen, so wird 2nl = 2 . 512 = 2^. Nimmt man 
dann der einfachen Rechnung wegen ^ = 16 = 2^ an, so ergiebt sich 
p = 2^^5 das heisst; das spannende Gewicht muss 2^*-mal so gross sein 
als das der Saite. 

Lässt man von einer Saite, ohne ihre Spannung zu verändern, 
nur die Hälfte oder % oder y^ u. s. w. schwingen, so bleibt y2pg 
unvemndert, also wird die Anzahl der Schwingrmgen 2-mal, 3-maI, 
11 4-mal so f gross, als wenn die ganze Saite schwingt, und so fort, 
und man erhält also dann nach und nach die ganze Reihe der har- 
monischen Töne, zu welcher der Ton der ganzen Saite der Grundton 
ist (Monochord). 
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I 

I 3. Schwingnngsknoten. Eine Saite kann anch so schwiii^en, 

dass sie sich in eine Anzahl gleicher Theile theilt^ deren jeder für sich 

I schwingt; wobei jedoch die Saite immer stetig gekrümmt bleibt^ ohne 

irgend wo einen Winkel zu bilden. Man nennt die Punkte^ in welchen 
die schwingenden Theile aneinander stossen^ und welche selbst in Kühe 
bleiben, Schwingungsknoten. Ja, es ist möglich; die Saite so zu 
bewegen^ dass sie als Ganzes schwingt; und sich doch zugleich in eine 
Anzahl gleicher Theile theilt; welche ausserdem für sich schwingen; 
so dass neben dem Haupttone ; den die Saite giebt; wenn sie als 
Gfanzes schwingt, noch einer; ja selbst mehrere Töne mitklingen können, 
welche zu dem Haupttone harmonisch sind. (AeolsharfC; Flageolettöne.) 

4. Transversal schwingende Stäbe können gleich&lls mit oder 
ohne Schwingungsknoten schwingen; wenn sie ohne Schwingungsknoten 

I schwingen, so verhält sich die Anzahl der Schwingungen umgekehrt 

I wie das Quadrat der Länge. (Physharmonika.) 

5. Eine transversal schwingende Scheibe schwingt stets in 
Abtheilungen, welche durch ruhende Linien, die Enotenlinien heissen, 
getrennt sind, und zwar so, dass die Scheibe immer stetig gekrümmt 
ist. Die Enotenlinien werden durch hinaufgestreuten Sand leicht sicht- 
bar gemacht; und bilden dann die sogenannten Elangfiguren. 

6. Für die Longitudinalschwingungen einer an beiden Seiten 
freien Säule von beliebiger Substanz gut die Formel 

2nl = c, 

wo c die Fortpflanzungsgeschwindigkeit des Schalles durch die Sub- 
stanz des Körpers bedeutet; oder wenn wir für c seinen Werth aus 
§ 2, 1 setzen 

2nl=y2mg, 

also dieselbe Formel wie für Saiten, nur dass statt der Spannung p 
das Mass der Elasticität m eintritt. Bei einer Säule, die an einem 
Ende gegen eine feste Wand stösst, ist die Anzahl der Longitudinal- 
schwingungen dieselbe, wie bei einem doppelt so langen StabC; der an 
beiden Enden frei ist. 

Es lassen sich alle diese Beziehui^en leicht aus der Betrachtung 
der Schwingungsweise unmittelbar ableiten. In der That; wird dem 
einen Ende eines an beiden Enden freien Stabes auf irgend eine Weise 
eiae momentane Verdichtung mitgetheilt; die man sich zunächst nur 
auf eine unendlich dünne Schicht ausgedehnt denken kann, so pflanzt 
sich diese mit der Geschwindigkeit c nach dem andern Ende fort; dort 
kann die verdichtete Schicht sich ausdehnen; sie dehnt sich aber nicht 
bloss so weit aus, bis sie ihre natürliche Dichtigkeit wieder erreicht 
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hat, sondern nach dem Trägheitsgesetz dehnt sie sich noch weiter aus; 
12 sie wird also eine verdünnte f Schicht werden; diese Verdünnung 
schreitet dann wieder mit der Geschwindigkeit c nach dem ersten Ende 
zurück, wo die Schicht sich dann zusammenzieht und eine verdichtete 
Schicht wird; und so fort 

Betrachtet man eins der beiden Enden, so hat sich zwischen zwei 
auf einander folgenden Verdichtungen, das heisst während einer 
Schwingung, die Welle auf der Länge des Stabes einmal hin und her 
bewegt, hat also den Weg 2 1 gemacht, also macht sie bei n Schwingungen, 
das heisst in einer Sekunde, den Weg 2 nZ; da aber die Geschwindig- 
keit c ist, das heisst, da die Welle in einer Sekunde den Weg c macht, 
so muss 2nl = c sein. Hierbei wird der Stab sich abwechselnd Ter- 
langem und verkürzen, nämlich sich verlängern, wenn die Schicht am 
Ende des Stabes sich ausdehnt, sich verkürzen, wenn diese Schicht sich 
verdichtet. Durch diese Verlängerungen und Verkürzungen wird aber 
die das Stabende begränzende Luft abwechselnd verdichtet und ver- 
dünnet, und also ein SchaU in ihr erregt. Stösst der Stab an einem 
Ende gegen eine feste Wand, so wird die Verdichtungswelle dort 
zurückgeworfen, und es muss also während einer Schwingui^ die Ver- 
dichtung viermal den Stab durchlaufen; die Schwingungszahl für einen 
solchen Stab wird also dieselbe, wie die für einen doppelt so langen, 
beiderseits freien Stab. 

Sind n und l bekannt, so kann man daraus c finden, und hat also 
dadurch ein sehr einfaches Mittel, um die Schallgeschwindigkeit zu 
bestimmen. 

7. Theilung der Longitudinalschwingungen. Auch der 
longitudinal schwingende Stab kann sich in mehrere Theile theilen, 
deren jeder für sich schwingt, und zwar muss sich dabei der an beiden 
Enden freie Stab in lauter gleiche Theile theilen, von denen ein jeder 
sich verkürzt, während die angränzenden Theile sich verlängern; da^ wo 
die einzelnen Theile aneinander gränzen, liegen also keine Schwingungs- 
knoten, sondern hier finden gerade die stärksten Bewegungen statt, 
während diese in der Mitte der einzelnen Theile am schwächsten sind. 
Die Töne, welche durch Theilung hervorgehen, müssen, wie bei den 
Saiten, die Reihe der harmonischen Töne bilden. Wenn ein longitu« 
dinal schwingender Stab, der an dem einen Ende gegen eine feste 
Wand stösst, sich theilt, so kann er sich nur so theilen, dass alle 
übrigen Theile einander gleich sind, der an die feste Wand stossende 
Theil aber halb so gross ist; wenn man die Anzahl dieser Theile 
von 1 ausgehend nach und nach vermehrt, so müssen die hervor- 
gebrachten Töne sich wie 1 : 3 : 5 u. s. w., also wie die ungeraden 



Digitized by 



Google 



Longitadinalschwingongen. Blasinstrumente. 187 

Zahlen verhalten, und man erhält eine Reihe Ton harmonischen Tonen, 
in welchen die sammüichen Oktaven fehlen. 

8. Blaseinstrumente nennt man diejenigen, in welchen die 
Schwingungen einer Luftsäule entweder ffir sich, oder verbunden mit 
denen eines festen Körpers, den Ton liefern (reine, gemischte). Die 
Schwingungen der Luftsäule sind stets Longitudinalschwingungen, und 
es gelten fOr sie die oben entwickelten Gesetze dieser Schwingungen. 
Doch gelten diese Gesetze hier nur annähernd, da der Widerstand der is 
äusseren Luft, der bei festen Körpern zu vernachlässigen ist, hier 
einigen Einfluss übt. 

Die reinen Blaseinstrumente sind Röhren, die entweder nur an 
einem Ende, oder an beiden Enden ofiFen sind, und in welchen die 
Schwingungen der Luftsäule in der Röhre durch einen schmalen Luftr 
ström erregt werden, welcher so gegen die Oef&iung geblasen wird, 
dass eiu Theil desselben in die Röhre gelangen und die Luft verdichten, 
ein anderer di^egen die aus der Röhre strömende Luft mit sich fort- 
fOhren kann. In den an beiden Seiten ofiFenen Röhren, wie bei den 
ofiFenen Labialpfeifen der Oi^el und { bei } der Flöte, ist die schwingende 
Luftsäule als ein an beiden Enden freier Stab zu betrachten, und es 
gilt daher fOr sie die Formel 2nZ »= c. Ist die Röhre mit atmosphäri- 
scher Luft von (fi gefüllt, so ist c = 1024 Pariser Fuss, also ist dann 
2nl ^ 2^^, Ist zum Beispiel die Pfeife 32 Fuss lang, sIbo 21 = 2*, 
so wird n =» 2^ s» 16; das heisst, eine 32-ftissige offene Pfeife giebt den 
Ton, der 16 Schwingungen in einer Sekunde macht, das heisst den 
Ton ß, oder das 32-füssige G (§ 1, 2). 

In den nur an einer Seite offenen Röhren, den gedeckten Labial- 
pfeifen der Orgel, ist die schwingende Luftsäule als ein gegen eine 
feste Wand stossender Stab zu betrachten, und der Ton ist also der- 
selbe wie bei einer doppelt so langen ofiFenen Pfeife. 

9. Bei den gemischten Blaseinstrumenten wirkt ausser der 
schwingenden Luftsäule noch ein schwingender fester Körper auf die 
Erzeugung des Tones ein. Bei einigen derselben dienen die Schwingungen 
des festen Körpers nur dazu, um nach der Willkür des Blasenden 
eine Theilung der Luftsäule zu bewirken. Hierhin gehört zuerst das 
Hom, die Trompete und die Posaune, bei welchen die Lippen des 
Blasenden durch ihre Schwingungen die Theilung der Luftsäule nach 
Willkür bewirken, und daher die Reihe der harmonischen Töne in 
grösster Vollständigkeit hervorgebracht werden kann. Femer gehören 
dahin die Klarinette, die Hoboe und das Fagott, bei welchen ein 
oder zwei Rohr blättchen, welche in das Mundstück eingesetzt 
sind, und welche für sich keine Töne hervorzubringen vermögen, 
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unter dem Einfluss der Lippen des Bläsers die Theilung der Luftsäule 
bewirken. 

Wesentüch Terschieden yon diesen Instrumenten sind diejenigen, 
bei welchen der schwingende Körper (die Zunge) schon fftr sich einen 
Ton zu geben yenm^^ der dann durch die im Einklang oder in Har- 
monie mit ihm schwingende Luftsäule versinkt oder modificirt wird. 
Hierhin gehören die Zungenpfeifen der Orgel, so wie auch das Stimm- 
organ des Menschen. 

10. Die menschliche Stimme wird durch eine der Zungen- 
pfeife ähnliche Vorrichtung hervorgebracht. Nämlich über den oberen 
Theil der Luftröhre; den Kehlkopf, sind zwei elastische Häute, die 
14 Stimmbänder, gezogen, welche willkürlich gespannt f werden können, 
und im Zustande der Spannung nur eine schmale Ritze, die Stimm- 
ritze, zwischen sich lassen, sodass die Luft aus der Luftröhre dann 
nur durch die yerengte Stimmritze hindurchdringen kann. So lange 
die Stimmbänder nicht gespannt sind, geht die Luft ohne Tonbildung 
zur Luftröhre ein imd aus; sobald sie aber gespannt sind, entstehen 
durch die ausströmende Luft Schwingungen der Stimmbänder, die um 
so schneller auf einander folgen, und also um so höhere Töne erzeugen, 
je stärker die Stimmbänder gespannt sind. Bei den Falsetttönen 
schwingen nur die an die Stimmritze grunzenden Bänder der Stimm- 
bänder. 

Die Stimmbänder setzen zugleich die in der Mundhöhle befindliche 
Luft in Schwingungen, es entstehen dadurch leise Nebentöne, welche 
je nach der Form, die man der Mundhöhle giebt, Terschieden aus- 
fallen, und welche der Reihe der harmonischen Töne angehören, die 
den Ton der Stimmbänder zum Orundton hat. Auf diese Weise ent- 
stehen die Vokale. Ein aufinerksames Ohr hört leicht beim TJeber- 
gange von u durch ü zum i eine Reihe leiser harmonischer Nebentöne, 
welche vom zweigestrichenen c bis zum fünfgestrichenen e fortschreiten 
können, und welche man bei denselben Mundstellungen auch für sich 
hervorbringen kann. Beim Vokale a klingt eine ganze Reihe der har- 
monischen Nebentöne mit, welche das Ohr in der Regel noch bis zur 
vierten Oktave vom Gh-undton aus wahrnehmen kann, so dass also bei 
dem a ein voller Akkord von Nebentönen mitklingt. Hierdurch ist 
zugleich der Uebergang von a durch o zu «*, sowie der von a durch e 
zu i, oder durch ö zu ü erklärt 

Unter den Konsonanten sind die semivocales noch von einem 
Stimmtone begleitet; bei den mutis fehlt der Stimmton, und die Neben- 
töne treten nicht mehr rein, sondern mit einer Menge unharmonischer, 
schwer von einander unterscheidbarer Töne vermischt hervor, und zwar 
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die Nebentone des a bei den EeUIauten, die des e und i bei der Reihe 
der Ganmenlante, die des h und ü bei den Lippenlauten, während bei 
den Zungenlauten die höchsten (zischenden) Nebentöne, die keinem 
Vokale mehr angehören, hervortreten. 



Optik. 16 

§ 1. Optiaohes GnmdgeBets. 

1. Das Licht verbreitet sich, so lange es in demselben 
durchsichtigen Mittel bleibt, geradlinigt und zwar im luft- 
leeren Räume am schnellsten, nämlich mit einer Geschwin- 
digkeit Ton etwa 42000 Meilen in einer Sekunde. Dabei wird 
es um so schwächer, je grösser die Fläche ist, über die es 
sich ausbreitet. 

2. Die Geschwindigkeit des Lichtes im luftleeren Räume 
hat man zuerst durch die Verfinsterungen der Jupiterstrabanten be- 
stimmt. Der nächste dieser vier Trabanten wird bei jedem Umlauf 
um den Jupiter einmal verfinstert, nämlich, wenn er in den Schatten 
des Jupiters tritt; der Zeitraum von einer Verfinsterung zur nächst 
folgenden beträgt 42 St. 28 M. 35 S. Beobachtet man nun eine Ver- 
finsterung, wenn die Erde dem Jupiter am nächsten steht, und wieder 
wenn sie am entferntesten steht, das heisst nach etwa einem halben 
Jahre, so erfolgt die letztere Verfinsterung gegen die erste gerechnet 
ungefähr 1000 Sekunden zu spät Also muss das Licht 1000 Sekunden 
gebrauchen um den Durchmesser der Erdbahn, das heisst einen Weg 
von 42 Millionen Meilen zu durchlaufen, also eine Sekunde für den 
Weg von 42000 Meüen. 

Ein Mittel, um die Geschwindigkeit des Lichtes in der atmo- 
sphärischen Luft, oder auch in anderen Substanzen zu bestimmen, 
liefert die Aberration des Lichtes. Es sei S der wirkliche Ort 
des Sternes, A die Mitte des Objektivglases eines Femrohres, B die 
Mitte des Okulars, und sei das Femrohr nach dem wirklichen Ort des 
Sternes, nach 8y hingerichtet, so dass SAB eine gerade Linie bildet 
Der von S auf A fallende Lichtstrahl würde, wenn das Femrohr fest- 
stände, nach B gelangen; angenommen nun, das Femrohr bewegte sich 
parallel in einer Richtung fort, die senkrecht gegen die Axe AB des 
Femrohrs wäre, und zwar so rasch, dass, während das Licht den Weg 
von A nach B zurücklegt, das Femrohr von AB nach aß gerückt ist, 
so wird der Punkt B jetzt nicht mehr in der Mitte des Okulars liegen, 
sondern um Bß davon entfernt; Bß zu BA verhält sich dami wie die 
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Geschwindigkeit der Lichtbewegung zu der Geschwindigkeit der Fem- 
rohrbewegnng. Das Fernrohr befindet sich nun auf der Erde; die sich 
16 mit einer Geschwindigkeit von 4,1 Meilen in f der Sekunde bewegt. 
Befindet sich also der Stern in einer gegen diese Bewegungsrichtung 
senkrechten Richtung, so ist Bß senkrecht zu AB, und es y erhalt sich 
Bß zu BÄ wie 4,1 Meilen zu der Geschwindigkeit, mit welcher das 
Licht die im Fernrohr enthaltene Lufb durchläuft. Nun ist das Yer- 
haltniss von Bß zu BÄ durch den Winkel BAß bekannt, das heisst 
durch den Winkel, den die Richtung, in welcher der Stern wirklich 
liegt, mit der Richtung bildet, in welcher er durch das Femrohr 
gesehen erscheint, woraus sich dann die Lichtgeschwindigkeit be- 
rechnen lasst. 

3. Schatten. Durch die geradlinigte Fortpflanzung des Lichtes 
wird der Schatten eines undurchsichtigen Körpers bedingt. Eern- 
schatten nennt man den Raum, in welchen von keinem Punkte des 
leuchtenden Körpers, Halbschatten den Raum, in welchen nur von 
einem Theile des leuchtenden Körpers Licht gelangen kann. 

4. Camera obscura. Wenn in ein dunkles Zimmer nur durch 
eine kleine kreisförmige Oeffiiui]^ Licht gelai^^en kann, so bildet sich 
jeder Lichtpunkt auf der gegenüberstehenden Wand als ein schwach 
erleuchteter Kreis ab, und jeder lichtausstrahlende Gegenstand bildet 
sich auf der Wand yerkehrt ab, und zwar mit schattirten Umrissen, 
welche yon dem Halbschatten herrühren, den die Binder der Oeffiiung 
werfen. Dieselbe Erscheinung tritt auch bei anders gestalteten Oeff- 
nungen ein, wobei nur die Umrisse anders schattirt erscheinen. 

5. Erleuchtung. Da das Licht um so schwächer wird, je grösser 
die Fläche ist, über die es sich ausbreitet, so muss das Licht in der 
doppelten oder dreifeu^hen Entfernung vier- oder neunmal schwächer 
sein, und wenn es auf eine Fläche einmal senkrecht auffällt und her- 
nach unter gleichen Umständen schief auffällt, so dass die einfallenden 
Strahlen mit dem senkrecht einfallenden (dem Einfallslothe) einen 
Winkel (den Einfallswinkel) bilden, so muss sich die Erleuchtung im 
ersten Falle zur Erleuchtung im zweiten verhalten wie die auffallende 
Lichtmenge zu ihrem senkrechten Durchschnitt, das heisst: Die Er- 
leuchtung verhält sich umgekehrt wie das Quadrat der Ent- 
fernung von der Lichtquelle und direkt wie der Cosinus des 
Einfallswinkels. 

§ 2. KatoptriBOhes GmndgeBetB. 
1. Ein Lichtstrahl, welcher auf eine spiegelnde Fläche 
fällt, wird so zurückgeworfen, dass der einfallende und der 
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zurückgeworfene (reflektirte) Strahl mit dem Einfallslothe 
gleiche aber entgegengesetzt liegende Winkel bilden, oder: 
der Reflexionswinkel ist dem Einfallswinkel gleich aber ent- 
gegengesetzt liegend. (Akustik § 2, 5.) 

2. Ebene Spiegel. Das Bild eines leuchtenden Punktes in einem 
ebenen Spiegel findet man, wenn man das Ton jenem Punkte auf den 
Spiegel gefällte Loth f um sich selbst verlängert. Dann ist der End- 17 
punkt dieser Verlängerung der Ort des Bildes. 

Denn wenn von dem leuchtenden Punkte irgend ein Strahl auf 
den Spiegel fällt, so muss die rückgängige Verlängerung des reflektirten 
Strahles durch den genannten Punkt gehen, weil die beiden so ent- 
stehenden Dreiecke kongruent werden. 

3. Erleuchtung. Wenn das Licht von einem leuchtenden Körper 
auf eine Flache fällt, welche unregelmässig verlaufende Erhöhungen 
und Vertiefungen darbietet, so erscheint kein Bild des Körpers, sondern 
das Licht wird von der Fläche nach allen Seiten hin zurückgeworfen. 
Man nennt dann diese Fläche erleuchtet. 

§ 3. Dioptriflohes Ghrandgesets. 

1. Ein Lichtstrahl, welcher in ein anderes Mittel eintritt, 
wird so gebrochen, dass der einfallende Strahl, der gebrochene 
Strahl und das Einfallsloth in Einer Ebene liegen, und sich 
der Sinus des Einfallswinkels zum Sinus des Brechungs- 
winkels verhält, wie die Geschwindigkeit des Lichtes im 
ersten Mittel zu der im zweiten. 

2. Brechungsexponent. Wenn man die Geschwindigkeit des 
Lichtes im luftleeren Räume durch die Geschwindigkeit' des Lichtes in 
irgend einem Mittel dividirt, so nennt man den so erhaltenen Quo- 
tienten den Brechungsexponenten dieses Mittels. Ist dieser Brechungs- 
exponent n, und ist a der Einfallswinkel, a der Brechungswinkel, so ist 

sin a =» n sin a. 

Beispiel. Der Brechungsexponent der atmosphärischen Luft ist 
1,0003, des Wassers |, des Kronglases (bleifreien Glases) |, des Flint- 
glases (bleihaltigen Glases) | bis 2, des . Diamantes |. Li der Regel 
(aber nicht immer) geht das Licht in einem dichteren Mittel langsamer 
als in einem dünnem. 

3. Gränzwinkel. Wenn der Sinus des Einfallswinkels sich zur 
Einheit verhält, wie die Geschwindigkeit des Lichtes im ersten Mittel 
zu der im zweiten, so wird der Brechungswinkel ein rechter, und die 
gebrochenen Strahlen gleiten an der Gränzfläche beider Mittel hin. Ein 
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solcher Winkel heisst Gbränzwinkel der Brechimg^ znm Beispiel von 
Mintglas zu Luft ist der Gränzwinkel 30^. Wenn der EinMLswinkel 
grosser ist als der Gränzwinkel der Brechung^ so findet gar keine 
Brechung stati Nur wenn die Geschwindigkeit des Lichtes sich beim 
Uebergange beschleunigt, kann es einen Gränzwinkel geben. 

4 Theilung des Lichtes. Wenn Licht auf einen Körper fallt, 
so theilt es sich in drei Theile: ein Theil wird reflektirt, ein anderer 
gebrochen, ein dritter Theil wird absorbirt, das heisst, geht als Licht ganz 
18 verloren. Nur wenn es einen Gränzwinkel der Brechung f giebt, und 
der Einfallswinkel grösser ist als dieser Gränzwinkel , wird alles Licht 
entweder reflektirt oder absorbirt; die Reflexion heisst dann Total- 
reflexion. 

Wann heisst der Körper undurchsichtige durchsichtige schwarz, 
weiss? Giebt es Körper/ die eine dieser Eigenschaften in yollkommenem 
Maasse besitzen? 

5. Parallelglas. Durch ein von parallelen Ebenen begranztes 
Mittel wird jeder hindurchgehende Lichtstrahl zweimal und zwar so 
gebrochen, dass durch die zweite Brechung der Lichtstrahl dieselbe 
Richtung erlangt, die er ursprünglich hatte. 

6. Prisma. Durch ein Mittel, welches von zwei nicht parallelen 
Ebenen begränzt wird, (durch ein Prisma) wird ein hindurchgehender 
Lichtstrahl zweimal so gebrochen, dass der einfallende Strahl und der 
herauskommende gehörig verlängert einen Winkel bilden. Dieser Winkel 
heisst der Ablenkungswinkel; der Winkel, welchen die beiden Ebenen 
gehörig erweitert bilden, heisst der brechende Winkel des Prismas. 
Ein Prisma, dessen brechender Winkel doppelt oder mehr als doppelt 
so gross ist als der Gränzwinkel der Brechung, lässt keinen Lichtstrahl 
hindurch. 

7. Der wichtigste Fall ffir die Brechung durch ein Prisma ist der 
Fall, wo der einmal gebrochene Strahl in der senkrechten Durch- 
schnittsebene des Prismas so liegt, dass er mit den Wänden des Prismas 
gleiche Winkel bildet. Ist dann u der Ablenkungswinkel, k der brechende 
Winkel des Prismas, so flndet man leicht 

8m-^==nsmy. 

Da nun der brechende Winkel des Prismas bekannt ist, so kann 
man aus dem Brechungsexponenten n den Ablenkungswinkel u, und 
umgekehrt aus dem Ablenkungswinkel u den Brechungsexponenten n 
bestimmen. Und in der That ist dies die Art, wie man den Brechungs- 
exponenten durch Beobachtung bestimmt. 
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Durch Beobachtung ergiebt sich auch leicht^ dass für den ange- 
gebenen Fall der Ablenkungswinkel kleiner und die Menge des hin- 
durchgehenden Lichtes grösser ist als für jeden andern Fall. 

§ 4. Die Farben. 

1. Spektrum. Lässt man einen Sonnenstrahl auf ein Prisma 
fallen und fängt die Ton ihm gebrochenen Strahlen auf einer weissen 
Tafel auf^ so erscheint statt des Lichtpunktes eine verschieden gefärbte 
Lichtlinie (das Spektrum), in welcher die Farben allmählich in ein- 
ander übergehen, und in folgender Ordnung auf einander folgen: 

Roth, Orange, Gelb, Gh-ün, Blau, (Lidigo), Violett, 
wobei das äusserste Roth, wenn der Versuch bei möglichst klarer Luft 
angestellt wird, ganz denselben Farbeneindruck macht wie das äusserste 
Violett, und zwar liegen f die Farben so, dass das Roth die geringste, 18 
das Violett die grösste Brechung erfahren hat. Lässt man einen 
dieser farbigen Strahlen, zum Beispiel den grünen, durch ein zweites 
Prisma gehen, so wird er nicht mehr in yerschiedene Farben zerspalten; 
man nennt solche Farben, die durch ein Prisma nicht zerspalten werden, 
homogene. Sammelt man alle Farben des Spektrums auf einen Punkt, 
so erscheint wieder farbloses (weisses) Licht. 

2. Gomplementärfarben. Zu jeder homogenen Farbe giebt es 
eine andere, welche mit ihr vermischt farbloses Licht giebt, man nennt 
zwei solche Farben Gomplementärfarben. Es lassen sich die Farben 
so auf den Umfang eines Kreises vertheilen, dass je zwei auf demselben 
Durchmesser stehende Farben Gomplementärfarben sind. Dann geben 
je zwei andere Farben des Kreises vermischt eine der Farben, die auf 
dem kürzeren der zwischenliegenden Bogen sich befinden. Zum Roth 
(Karmin) ist die Gomplementärfarbe Gh-ün, zum Gelb (Gummj^tt), 
Violett (Blauviolett), zum Blau (Himmelblau), Orange. 

3. Dunkle Linien im Spektrum. Lässt man das Sonnenlicht 
durch zwei parallele hinter einander liegende Spalten auf ein Prisma, 
dessen Kante den Spalten parallel ist, und das so gebrochene Licht 
auf eine weisse Tafel fallen, welche mit der Kante des Prismas parallel 
ist, so erscheint das Sonnenspektrum in die Breite gezogen, und man 
bemerkt, bei sehr vollkommenen Apparaten, in dem Spektrum eine 
Reihe dunkler Linien, die der Kante des Prismas parallel sind. Fraun- 
hofer zahlte mehrere hundert solcher Linien, von denen er die deut- 
lichsten mit den Buchstaben B^ C, , . , H bezeichnete. B und C liegen 
im Roth, D im Orange, E und F im Grün, G und H im Violett. 
Diese dunklen Linien, welche sich stets beim Sonnenlichte zeigen, liefern 
den Beweis, dass das Sonnenlicht nicht alle homogenen Farben enthält. 

OrAesmann, Werke, n. 2. 13 
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4. Aehnliche Erscheinungen zeigen sich, wenn man die dnrch 
glühende Körper hervorgebrachten Spektra betrachtet, nur dass man 
hier statt der vereinzelten dunklen Streifen, nur einzelne farbige Streifen 
erblickt, ein Beweis, dass das Licht derselben viel weniger Arten 
homogenen Lichtes enthält als das Sonnenlicht. 

5. Durch die Fraunhoferschen Linien hat man ein Mittel, um die 
Farben und ihre Brechungsexponenten genau zu bestimmen; so 
zum Beispiel findet man für diejenigen Farben, welche zu den Fraun- 
hoferschen Linien J?, E und H (Roth, Grün, Violett) gehören, für 
Wasser die Brechungsexponenten 1,331 1,336 1,344. 

6. Aus der ungleichen Brechbarkeit der verschiedenen homogenen 
Farben folgt, dass dieselben nicht mit gleicher Geschwindigkeit 
durch die Körper dringen. 

Man nimmt an, dass die verschiedenen Farben durch den leeren 
Raum mit gleichei* Geschwindigkeit hindurchgehen; ebenso auch durch 
die verschiedenen Luftarten, weil die Luft keine Farbenzerstreuung 
20 hervorzubringen vermag. Dann aber folgt, dass unter den f verschie- 
denen Farben das Violett am schnellsten, das Roth am langsamsten 
die verschiedenen festen und flüssigen Körper durchlauft. 

7. Wenn man weisses Sonnenlicht auf einen undurchsichtigen 
Körper fallen lasst, so heisst die Farbe, in welcher er dann erscheint, 
seine natürliche Farbe. Lässt man weisses Sonnenlicht auf einen 
durchsichtigen Körper fallen, so heisst die Farbe, welche die reflektirten 
Strahlen geben, die natürliche Farbe des Körpers im reflektirten Licht^ 
hingegen die Farbe, welche die hindurchgehenden Strahlen geben, die 
natürliche Farbe des Körpers im durchgehenden Licht. Beide sind oft 
von einander verschieden. 

Die natürlichen Körperfarben sind nie vollkommen homogen, son- 
dern in der Regel aus einer Menge verschiedener homogener Farben 
zusammengesetzt. Doch giebt es einige durchsichtige Körper, welche 
im durchgehenden Lichte eine fast homogene Farbe zeigen. (Glas 
was durch Kupfer roth, oder durch Kobalt blau gefärbt ist.) 

§ 5. Sphäriaohe SpiegeL 

1. Ein Segment einer Kugelflache, dessen äussere oder innere 
Seite spiegelnd ist, heisst ein sphärischer Spiegel, und zwar im 
ersteren Falle ein konvexer oder ein Zerstreuungsspiegel, im 
zweiten ein konkaver oder ein Sammelspiegel (Brennspiegel, Hohl- 
spiegel). Die gerade Linie, welche durch die Mitte des Spiegels und 
das Centrum der Kugel geht, heisst die Axe des Spiegels. 
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2. Brennpunkt. Es sei im Folgenden überall M die Mitte des 
Spiegels, C der Mittelpunkt der Engel, also die gerade Linie CM die 
Axe, E der EinfaUspunkt eines Strahles, ED die Tangente in Ey 
welche die Axe in D trifFfc, F die Mitte von CD, Nimmt man nnn 
einen Strahl AE an, welcher, der Axe parallel, in E einfallt, und 
zieht EFy so lässt sich leicht zeigen, dass der Einfallswinkel AEC 
dem Winkel CEF gleich, und also EF der reflektirte Strahl ist. 
Also wenn wir den Punkt D kurzweg den Durchschnittspunkt der 
Tangente nennen, so folgt: 

Wenn der einfdUende StraM der Axe parcUld ist, so durchschneidet 
der reflektirte StraM die Axe in der Mitte ztmschen dem Centrum und 
dem Durchschnittspunkt der Tangente, 

Wenn der Einfallspunkt E am Bande des Spiegels liegt, so heisst 
der Punkt F der Brennpunkt der Rand strahlen. Wenn der Ein- 
fallspimkt E in die Mitte M des Spiegels hineinrückt, so fällt der 
Durchschnittspunkt D der Tangente mit E und A zusammen, und F 
fallt in die Mitte von CM, Deshalb heisst die Mitte von CM der 
Brennpunkt der mittleren Strahlen, oder kurzweg der Brenn- 
punkt des Spiegels. Die Entfernung des Brennpunktes F vom 
Gentrum nennt man die Brennweite. 

3. Bild eines Axenpunktes. Fällt von einem Punkt A der 21 
Axe ein Strahl AE auf den Spiegel, und geht der reflektirte Strahl 
EB durch den Punkt B der Axe, so lässt sich, indem man in C eine 
Parallele mit der Tangente zieht, durch die Aehnlichkeit der so ent- 
stehenden rechtwinkligen Dreiecke leicht zeigen, dass die beiden Punkte 
A und B yon dem Punkte C in demselben Verhältnisse abstehen wie 
Ton D. Man nennt vier solche Punkte einer geraden Linie, von 
denen zwei von dem dritten in demselben Verhältnisse abstehen wie 
vom vierten, vier harmonische Punkte, und zwar nennt man die ersten 
beiden einander zugeordnet, und ebenso die letzten beiden. Denken 
wir uns von A aus einen Strahlenkegel auf den Spiegel fallen, dessen 
Strahlen von der Axe unter demselben Winkel abstehen wie AE, so 
werden sich die reflektirten Strahlen alle in B vereinigen. Deshalb 
nennt man A und B Vereinigungspunkte. Also: 

Die Vereinigungspunkte, das Centrum tmd der Dwrchschnittspwnkt 
der Tangenten bilden vier harmonische Punkte, von denen die Vereinigungs- 
pwJäe emamder gugeordnet sind. 

Nimmt man an, dass A vom Brennpunkte n Brennweiten entfernt 
liegt, so ergiebt sich leicht, dass B vom Brennpunkte 1/n Brennweite 
entfernt ist. Daraus folgt: 

Die Brennweite ist die mittlere Proportionale zwischen den Entfer- 

13* 
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nungen der Vereinigungspunkte vom Brennpimktey u/nd ewar liegen die 
Vereinigu/ngspunJcte vom BrennpunMe aus steis nach derselben Seite. 

Bezeichnet man die Brennweite mit f nnd die Entfernungen DA 
und DB, welche man die Yereinigungsweiten nennt, mit a und b, 
so wird FÄ=>a — f, FB = b — f, FC=-f', und da FC die mittlere 
Proportionale zwischen FÄ und FB ist, so wird (a — f)(b — f) = A 
woraus sich ergieht 

1 = 14.1 

das heisst: 

Der redproJce Werth der Brennweite ist die Summe der reciproken 
Werfhe der Vereinigungsweiten. 

4. Fortrückung des Brennpunktes. Es sei E^ ein Punkt 
am Rande des Spiegels, D^ der zugehörige Durchschnittspunkt der 
Tangente, so wird, während sich E von E^ nach M bewegt, der Punkt 
D sich von D^ nach M bewegen, und der Brennpunkt F wird dabei 
einen halb so grossen Weg beschreiben wie D. Wenn die Oeffnung 
des Spiegels, das heisst der Bogen, den eine durch die Axe gelegte 
Ebene aus dem Spiegel herausschneidet, 5^ betragt, so beträgt die Ent- 
fernung D^M nur etwa Viqqq des Halbmessers CM, also der Weg, den 
der Brennpunkt beschreibt, nur Y^^qq der Brennweite, und bei noch 
geringerer Oeffiiung sind diese Wege noch geringer. Man kann also 
bei so kleinen Oeffiiungen ohne merklichen Fehler den Bremipunkt 

22 und den f Durchschnittspunkt der Tangenten als feststehend, also auch 
den Punkt B als Bild des Punktes A annehmen. Ist die Oeffiiung 
180^, und sind die ein&Uenden Strahlen parallel, so bilden die reflek- 
tirten die sogenannte Brennlinie oder catacaustica. 

5. Bild eines Gegenstandes. Es sei A ein Punkt ausserhalb 
der Axe, AA^ das auf die Axe gefällte Loth. Zieht man von A die 
Strahlen AM und AC, und an j9f die Tangente, welche den Strahl 
AC in D trifft;, so kann man AC als Axe ansehen, D als Durch- 
schnittspunkt der an M gezogenen Tangente mit der Axe, und AM 
ab einfeJlenden Strahl; dann wird der reflektirte Strahl (Nr. 3) die 
Linie CA in einem Punkte JB so schneiden, dass A, B, C, D vier har- 
monische Punkte sind. Projicirt man diese vier Punkte auf die Axe 
CM und nennt B^ die Projektion von B auf diese Axe, so müssen die 
Projektionen A^, B^, C, M gleichfalls vier harmonische Punkte sein, 
ako ist B^ das Bild von J^; also BBj^ das Bild von AA^, das heisst, 
das Bild einer gegen die Axe senkrechten Linie ist wieder gegen die 
Axe senkrecht. 

Ist der Gegenstand AA^ vom Brennpunkte F n Brennweiten ent- 
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femty so ist (Nr. 3) das Bild BB^ 1/n Brennweite entfernt; also betragt 
die Entfemnng des Gegenstandes von der Mitte des Spiegels n -j- ^ 
Brennweiten und die des Bildes 1 -j- V^ Brennweite. Aas der Aehn- 
lichkeit der Dreiecke folgt aber^ dass sich die Länge des Gegenstandes 
ÄÄ^ za der des Bildes wie diese Entfernungen verhalten, also wie 
n -|- 1 : 1 -{- y^f ^ heisst wie 1 : 1/n. Also, zusammengefasst: 

Wenn der Gegenstand n Brennweiten vom Brennpunkte entfernt ist, 
so ist dctö Büd nach derselben Seite hin 1/n Brennweite entfernt und nrmal 
verkleinert; wenn der Gregenstand 1/n Brennweite vom Brennpunkt entfernt 
ist, so ist das Büd nach derselben Seite hin n Brennweiten entfernt und 
fhmal vergrössert. Ein gegen die Axe senkrechter Gegenstand giebt ein 
gegen die Axe senkrechtes Büd, u/nd 0wa/r ein umgekehrteSy wenn das 
Büd durch die reflektirten Strahlen selbst, ein aufrechtes, wenn es durch 
deren rückgängige Verlängerungen zu Stande kommt, 

Frage. Welches sind die Erscheinungen bei konkaven und bei 
konvexen Spiegeln, wenn der Gegenstand nach und nach dem Spiegel 
näher rückt? 

§ 6. Sphftrisohe Gläser. 

1. Ein Glas, welches von den Segmenten zweier Eugelflächen, 
oder von einem solchen Segment und einer Ebene begmnzt wird, heisst 
ein sphärisches Glas oder eine Linse. 

Man unterscheidet zwei Hauptarten sphärischer Gläser: die Sammel- 23 
glas er (Brenngläser), welche in der Mitte dicker sind als am Rande, 
und die Zerstreuungsgläser, welche in der Mitte dünner sind als 
am Bande. Die Sammelgläser sind entweder plan-konvex oder bikonvex 
oder konkav-konvex; die Zerstreuungsgläser sind entweder plan-konkav, 
oder bikonkav oder konvex-konkav. Die gerade Linie, welche durch 
die Mittelpunkte beider Eugelflächen oder durch den Mittelpunkt der 
Eugelfläche und senkrecht auf die Ebene gezogen ist, heisst die Axe 
des sphärischen Glases. 

2. Erste Brechuag. Man denke sich zuerst ein Segment einer 
Kugelfläche als Gränze zweier durchsichtigen Mittel, in welchen sich 
die Lichtgeschwindigkeiten verhalten wie n:l. Es sei wieder C das 
Gentrum der Eugelfläche, E der Einfallspunkt, und seien Ä und B 
zwei Yereinigungspunkte in der Axe, das heisst zwei Axenpunkte der 
Art, dass, wenn ÄE der einfallende Strahl ist, EB der gebrochene 
ist. Man halbire den stumpfen Winkel AEB beider Strahlen durch 
die gerade Linie ED, welche die Axe in D trifit, so theilt diese be- 
kanntlich die Grundseite des Dreiecks AEB im Yerhältniss der Schenkel, 
das heisst hier im Yerhältniss der beiden Strahlenlängen (von der Axe 
bis zum Ein£Eillspunkt). Zieht man noch die Lothe AA^, BB^ auf den 
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(yerlängerten) Radius CEy so sind diese Lothe durch die Längen der 
zugehörigen Strahlen dividirt die Sinus des Einfalls- und des Brechungs- 
winkels^ also der erste Quotient das n-fache des letztem 

ÄÄ. BB, 

ÄE ^ EB 

Nun verhalten sich aber, vermöge der Aehnlichkeit der entstandenen 
Dreiecke, jene Lothe wie die Entfernungen der Yereinigungspunkte 
vom Centrum, und die Strahlenlängen verhalten sich wie die Abschnitte, 
in welche AB durch D getheilt wird, also erhalt man 

AC CB , ÄB + BC BB — BC 
AB^'^BB ^^^^ AB =''—BB 

Setzt man DC=c, DB^^by AD = — a (oder, was dasselbe ist 

DA = a), so ergiebt sich leicht 

nj- 1 n^ 2l 

c b a ' 

3. Wirkung beider Brechungen. Nimmt man jetzt die zweite 
Oberfläche hinzu, und setzt den Punkt, worin der einmal gebrochene 
Strahl EB diese Oberfläche triflFt, E^y so wird der Strahl EE^ in E^ 
zum zweiten Male gebrochen, dieser zweite gebrochene Strahl treffe 
die Axe in ^, so sind B und A^ die Yereinigungspunkte fOr die 
zweite Fläche. Man halbire wieder den Winkel EE^A^ und nehme 
an, diese Halbirungslinie treffe denselben Punkt 27, femer sei Cj^ der 
Mittelpunkt der zweiten Eugelfläche, auch setze man, wie vorher 
DA^ = «1, DQ = Cj, während DB = b bleibt, so hat man 

n — 1 n 1 

Subtrahirt man diese Gleichung von der vorher gefundenen, so erhält man 

Es sei noch 

(»-MT-i)-| 
gesetzt, dann wird f die Brennweite genannt, und man hat die Gleichung 

f ~ (h ö 

4. Annäherungsformeln. Wir werden im Folgenden annehmen, 
dass die einfallenden Strahlen und also auch die gebrochenen nur sehr 
kleine Winkel mit der Axe bilden, und dass auch die Dicke des Glases 
gegen die Halbmesser der Eugelflächen sehr geringe sei. unter dieser 
Voraussetzung wird auch der Punkt D sich von der Mitte des Glases 
nur sehr wenig entfemen, und die Linien c und c^ werden den Radien 
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der Eugelflächen sehr nahe gleich sein. Wir nehmen den Punkt D 
der Axe in der Mitte zwischen den zwei begranzenden Eugelflächen an. 
5. Brennpunkte. Die erste Gleichung 



(»-i)(i-^)-f 



sagty da c^ und c bei Bikonvex- oder Bikonkav-Gläsern entgegengesetzt 
bezeichnet sind, und 1/c für eine Ebene gleich Null ist, aus: 

Der reciproke Werth der Brennweite ist bei doppelt sphärischen 
Gläsern (» — l)-mdl so gross als die Summe oder Differem der reci- 
proken Werthe der Badien, und gwar als die Summe, wenn die beiden 
Krümmungen gleichartig (beide konvex oder Jconka/v), cUs die BifferenZy 
wenn die beiden Krümmungen ungleichartig sind; bei sphärischen Gläsern, 
deren eine Begränzungsfläche eine Ebene ist, ist der Badius der andern . 
(n — l)-mal so gross ais die Brennweite. 

Die Punkte der Axe, welche von der Mitte D des Glases um die 
Brennweite abstehen, heissen die Brennpunkte. Die Strahlen, welche der 
Axe parallel auf das Glas fallen, vereinigen sich bei Sammelglasem im 
gegenüberstehenden Brennpunkte, bei Zerstreuungsgläsem werden sie so 
zerstreut, als kämen sie aus dem zunächstliegenden Brennpunkte. 

6. Gesetz sphärischer Gläser. Aus der Formel 

JL^ ^ 1 2. 

f (h a 
folgt: 

Alle Gesetze der sphärischen Spiegel gelten {annähernd) auch für 
sphärische Gläser, nur dass die Bilder bei den letzteren auf der entgegen- 
gesetzten Seite t liegen; das heisst, denkt man sich bei den sphärischen 25 
Gläsern die Strahlen unmittelbar nach ihrem Durchgange von einem 
gegen die Axe senkrechten Spiegel reflektirt, so werden die Erscheinungen 
gleich denen für sphärische Spiegd. 

Frage. Welches sind die Erscheinungen bei Sa^mmelglasem und 
bei Zerstreuungsgläsem, wenn der Gegenstand nach und nach dem 
Glase näher rückt? 

§ 7. Das Auge und das Sehen. 
1. Das menschliche Auge ist nahe kugelförmig und kann in 
der Augenhöhle durch sechs Muskeln um drei gegeneinander senk- 
rechte Axen gedreht werden. Die äussere Hülle bildet die harte oder 
weisse Haut, welche vorne eine kreisrunde Oeffiiung lässt, die von 
der stärker gewölbten, durchsichtigen Hornhaut ausgefüllt ist An 
die harte Haut schliesst sich nach innen die Aderhaut an, welche bei 
den meisten Menschen mit einem schwarzen Farbestoff überzogen ist. 
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Auf der hinteren Seite treten durch eine Oeffiiung die Sehnerven 
hinein und breiten sich über der Aderhaut zu einem zusammenhängen- 
den Gewebe, der Netzhaut aus. In der Kreislinie, in welcher die 
harte Haut an die Hornhaut granzt, schliesst sich die Regenbogen- 
haut (iris) als eine kreisförmige Scheibe an, die in der Mitte eine 
kreisrunde OefiEaung, die Pupille, hat. Hinter der Iris befindet sich 
die durchsichtige Er yst alllinse von der Gestalt einer Bikonyexlinse. 
Durch sie ist das Auge in zwei ungleiche Kammern getheilt, von denen 
die vordere eine wässrige, die hintere eine gallertartige Feuchtigkeit, 
die Olasfeuchtigkeit, enthält. Die wässrige Feuchtigkeit bricht das 
Licht am schwächsten, die Glasfeuchtigkeit etwas mehr, und am stärksten 
die Feuchtigkeit der Kiystalllinse und besonders der hinteren Schicht, 
deren Brechungsexponent 1,4 ist. 

2. Das Sehen. Das Licht fällt durch die durchsichtige Hom- 
haul^ und durch die Pupille, welche sich bei stärkerem Lichte zusammen- 
zieht, bei schv^cherem erweitert, auf die KiystalUinse. Diese vereinigt 
bei deutlichem Sehen die von einem Punkte ausgehenden Strahlen auf 
einem Punkte der Netzhaut, von wo der Eindruck durch die Nerven 
der Seele zugefQhrt wird. Ist das Auge kurzsichtig, so vereinigen sich 
die von einem entfernten Punkte ausgehenden Strahlen schon ehe sie 
die Netzhaut treffen; ist das Auge weitsichtig, so konvergiren die von 
einem nahen Punkte kommenden Strahlen so, dass sie sich erst hinter 
der Netzhaut vereinigen würden. (Brillen.) 

3. Durchkreuzungspunkt. Die Linien, welche von den sicht- 
baren Punkten nach ihren Bildern auf der Netzhaut gezogen werden, 
durchschneiden sich alle in einem Punkt, dem Mittelpunkte derjenigen 
Kugel, von der die Hornhaut ein Segment ist. Dieser Punkt wird der 
Durchkreuzungspunkt genannt. 

26 4. Stereoskop. Die Bilder, welche ein naher Körper in den 

beiden Augen hervorbringt, sind im Allgemeinen nicht einander kon- 
gruent. Hat man zwei ebene Zeichnungen, von denen die eine das 
Bild, wie es dem einen Auge erscheint, und die andere das Bild, wie 
es dem andern Auge erscheint, darstellt, so gewähren diese Zeichnungen, 
wenn sie in die Lage gebracht werden, dass sie in den beiden Augen 
beziehlich dieselben Bilder hervorrufen wie jener Körper, zusammen 
denselben Eindruck wie der Körper selbst. — Stereoskop. 

5. Dauer des Lichteindrucks. Der Lichteindruck dauert etwa 
y^ Sekunde lang, nachdem der lichtgebende Gegenstand verschwunden 
ist, fort, oder nimmt wenigstens während dieser Zeit langsam ab, 
während er bald darauf verschwindet. Bei hellen Gegenständen dauert 
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der Lichteindruck etwas länger fort^ bei dunkleren weniger lange 
(Farbenkreisely stroboskopische Scheiben). 

6. Sphärische Abweichung. Bei den sphärischen Spiegeln 
und Gläsern befolgen die das Bild erzeugenden Strahlen nicht mit 
Tollkommener Genauigkeit die oben entwickelten Gesetze. Die Ab- 
weichung des wirklichen Bildes von dem Bilde, welches bei genauer 
Befolgung jener Gesetze hervorgehen müsste, heisst die sphärische 
Abweichung. Sie ist fär die nahe an der Mitte auffallenden Strahlen 
am geringsten, und bei Spiegeln geringer als bei Gläsern. 

7. Achromatische Gläser. Zu der sphärischen Abweichung 
kommt bei Gläsern noch eine Abweichung hinzu, welche dadurch be- 
wirkt wird, dass die verschiedenen Farben ungleiche Brechbarkeit 
haben, wodurch es geschieht, dass die Bilder mit farbigen Bändern 
nmgeben sind. (Chromatische Abweichung.) Man kann indessen diesen 
Mangel durch geschickte Zusammenfiigung von Gläsern aus verschie- 
denen Substanzen, zum Beispiel aus Kronglas und Flintglas theilweise 
beseitigen. Indem nämlich diese die Farben auf sehr ungleiche Weise 
zerstreuen, so kann man stets eine Eronglas- und eine Flintglas-Linse 
so zusammenfQgen, dass zwei beliebig zu wählende Farben durch die 
eine ebenso vereinigt werden, wie sie durch die andere zerstreut waren. 
Man wählt dazu den orangefarbenen und den grünen Strahl (Fraun- 
hofers D und E). Eine solche Kombination zweier Linsen heisst eine 
achromatische Doppellinse. 

§ 8. Femrohre und Mikroskope. 

1. Die Fernrohre und Mikroskope dienen dazu, um durch 
Vergrössenmg des Winkels, unter dem ein fernes oder nahes Objekt 
erscheint, dasselbe dem Auge unterscheidbarer zu machen. Die Linse 
oder der Spiegel, welcher dem Objekte zunächst liegt, heisst das Ob- 
jektiv, und die dem Auge zunächst liegende Linse das Okular. Das 
Verhältniss, in welchem die Tangente des Sehwinkels vergrössert wird, 
heisst die angulare f Yergrösserung. Im Folgenden sollen die Listru- 27 
mente so beschrieben werden, wie sie ftir ein weitsichtiges Auge passen. 

2. Das astronomische (Keplersche) Femrohr besteht aus zwei 
Sammelgläsem, die um die Summe ihrer Brennweiten von einander 
abstehen, und von denen das Objektiv die grossere Brennweite hat. 
Das Bild erscheint umgekehrt, die Angularvergrösserung ist gleich dem 
Verhältniss der Brennweiten. 

3. Ein Erdfernrohr erhält man durch Verbindung zweier astro- 
nomischer Femröhre, indem das zweite das umgekehrte Bild des ersten 
wieder umkehrt, und dadurch ein aufrechtes Bild erzengt. 
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4. Das Galileische Femrokr besteht aus einer Sammellinse mid 
einer Zerstreuungslinse von kürzerer Brennweite, welche um die Differenz 
der Brennweiten von einander abstehen. Das Bild erscheint aufrecht, 
die Angularvergrosserung ist gleich dem Yerhaltniss der Brennweiten. 

5. Das Spiegelteleskop ist ein astronomisches Fernrohr, in 
welchem statt der Sammellinse, die das Objektiv bildet, ein Hohlspiegel 
eintritt. Bei dem Neutonschen Spiegelteleskop ins Besondere werden 
die vom Spiegel aus konvergirenden Strahlen kurz vorher, ehe sie das 
Bild hervorbringen, durch einen kleinen ebenen Spiegel, der unter 45® 
gegen die Axe des Hohlspiegels geneigt ist, seitwärts reflektirt und das 
so entstehende Bild seitwärts durch das Okular betrachtet. 

6. Das Mikroskop besteht in seiner einfachsten Einrichtung aus 
zwei Sammelgläsem, von denen das Objektiv eine sehr kurze Brenn- 
weite hat. Der zu betrachtende Gegenstand wird etwas ausserhalb der 
Brennweite des Okulars aufgestellt, und das dadurch entstehende, um- 
gekehrte Bild durch das Okular betrachtet, wobei för ein weitsichtiges 
Auge das Bild im Brennpunkt des Okulars liegen muss. 
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Von 

H. Grassmann in Stettin. 



57 



CreUes Journal Bd. 83, Heft 1, S. 67—64 (1877). 



Das Gesetz über die gegenseitige Einwirkung zweier Stromtheile^ 
welches ich im Jahre 1845 in Poggendorffs Annalen Bd. 64, S. 1 ff. 
{hier S. 147 ff.} im Gegensatze gegen das Ampere sehe Gesetz als das 
muthmasslich richtige aufstellte, hat durch die neuesten bahnbrechenden 
Arbeiten yon Herrn Clausius, namentlich durch seine Abhandlung in 
diesem Journal Bd. 82, S. 85 ff. nicht bloss eine neue Stütze, sondern, 
man kann sagen, eine sichere Begründung gefunden. In der That 
stimmt das Ejrafbgesetz für Stromelemente, wie Herr Glausius es S. 130 
der erwähnten Abhandlung aus seiner allgemeinen Theorie ableitet, 
mit dem von mir a. a. 0. dargestellten Gesetze genau überein. 

Da Herr Glausius, dem meine oben erwähnte Abhandlung offenbar 
entgangen war, diese Uebereinstimmung in seinen Arbeiten (vergl. noch 
Poggendorffs Annalen Bd. 156, S.657; Bd.l5T, S. 489 und Verhand- 
lungen des naturhist. Vereins der preuss. Bheinlande und Westfalens 
Bd. 33) nicht erwähnt, so will ich sie hier kurz erörtern und daran 
einige, wie ich glaube, nicht unwichtige Folgerungen knüpfen. 

Es ist äusserst leicht, die uebereinstimmung beider Gesetze durch 
die in meinen Ausdehnungslehren (von 1844 und 1862) behandelte 
Analysis nachzuweisen; aber, da ich nicht voraussetzen darf, dass den 
Lesern die Gesetze dieser Analysis geläufig sind, so stütze ich mich 
zunächst nur auf die Sätze der gewohnlichen Analysis, namentlich hier 
auf den Satz, dass, wenn a^, a„ a^ die senkrechten Koordinaten und a 
die Länge einer Strecke, und b^, bg, b^ die entsprechenden Koordinaten 
und b die Länge einer zweiten Strecke sind, dann der Cosinus des 



Digitized by 



Google 



204 V. Zur Elektrodynamik. C. J. 88 (1877). 

Winkels zwischen den Richtungen beider Strecken, den ich nach her- 
gebrachter Weise mit co8(a&) bezeichne, 

co8(a&) = ^^' + ^^^»+°'^' 

ist. 

Sind nun bei senkrechtem Koordinatensystem dx'j dy\ de' die 

Koordinaten und ds' die Länge eines Stromelementes, dx^ dy, dz die 
Koordinaten und ds die Lange eines zweites Stromelementes, Xy Y, Z 
die Koordinaten der Kraft, mit der das erstgenannte Element auf das 
68 zweite wirkt, sind f ferner x', y\ z' die Koordinaten des Anfangs- 
punktes des ersten, x, y, z die Koordinaten des Anfangspunktes des 
zweiten Elementes, also x — x', y — y', z — z' die Koordinaten der 
Strecke, die von dem erstgenannten Anfangspunkte nach dem letzten 
gezogen wird, und ist r die Länge dieser Strecke, also 

sind femer i und i' die beiden Stromintensitäten, s der Winkel zwischen 
den beiden Stromelementen und Je ein konstanter Zahlenfaktor, so ist 
nach Glausius a. a. 0. S. 130 



\ r r dx^ \ 

\dx ds ds/ 



(1) X=kn dsds' 

Nun ist 

,1 r dr _ d(r^ ^ d[(x ~ xy + (y ~ y')' -K^ ~ »')"] 

^ r ~ r» 2r» 2r> 

Also ist 

dl , dl 

^=_£^, ^ds [{x-x')dx + {j,-y')dy-\-{ß-z')d>\'.f*. 

Femer ist 

cos B = {dx . dx' + ^y ' ^y' + ^^ • ^^') • ^s • ^^• 

Diese Werthe in (1) eingesetzt, erhalt man 

Z= — ^{(x-x') Zdxdx'— dx' S {x-x')dx] 

* 

und entsprechend sind die Ausdrücke für Y und Z, 

Nimmt man die z-kxQ senkrecht gegen die Ebene an, in welcher 

r und ds' liegen, so wird z — z' =^0 und dz' = 0, also auch Z = 0. 

Wir können daher die genannte Ebene die Wirkungsebene nennen; die 

Formel fär X wird dann 

X = — '^[{x-x^{dx dx'+dy dy') — \ix—x')dx+(if—y^dy']dx'] 

und entsprechend für F. 
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Nun sei, wie in meiner Abhandlung Foggendorffs Annalm Bd. 64, 
S.9 {hier S. 153 f.} das Produkt i'ds' mit a, das Produkt ids mit 6, 
und die (senkrechte) Projektion von h auf die Wirkungsebene mit b^ 
bezeichnet, femer sei der Winkel 

gesetzt, sodass also 

ist Man nehme die y-Axe in der Richtung \j und die x-Axe in der 

dagegen senkrechten, in der Wirkungsebene liegenden Richtung c an, 

und zwar so, f dass /.6iC= + 90^ ist Dann sind also i'dx' und 59 

i'dy' die Koordinaten Ton a, idx und idy die von &, also 

/, \ i%idx dx' + dy dy*) 
cos y «- cos(6,a) = — ^ ab^ 

nnd 

coB /j = coB {r\) = *>-«')«^^ + «(y-y')>i y. 

Setzen wir diese Werthe ein, so wird 

X= -^[(x — x')ab^ cos y — i' dx'r\ cos /S], 

r= — ^ [(y — yO«*! cos y — i' dy'rftjL cos /J] . 

Nnn ist y — y' die Projektion von r auf fe^, also gleich 

r cos ( r6i) = r cos /J, 

und i'rfy' die Projektion von a auf 5^, also gleich acos(6jL«) = öco8y^ 
also 

r= , * (cos /J cos y — cos y cos ß) = 0. 

Femer ist a? — rr' die Projektion von r auf c, also gleich 

r cos (rc) = r cos (rft^ + ^i^) = r cos (90*^ -j- /J) = — r sin /J, 
und i'dx' ist die Projektion von a auf c, also gleich 

a cos (ac) = a cos (afe^ + ft^c) = a cos (ftjC — \a) 

= a cos (90® — y) = a sin y, 
also 

X= -^ (sin /J cos y + cos /} sin y) = -^ sin (/J + y), 

also 

(2) X=*^Bma. 

Dieser Ausdruck stellt, da T und ^ null sind, die ganze Kraft 
dar. Er ist mit dem Ausdrucke, den ich in Foggendorffs Anncden 
Bd. 64, S. 9, Formel 4 {hier S. 154} mitgetheilt habe, identisch, nur 
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dass k, dessen Werth von der Annahme der Einheiten abhängig ist^ 
dort selbst als Einheit gesetzt war. 

Es gewinnt aber diese Formel (2) durch das von Herrn Glausins 
erwiesene Grundgesetz eine ganz neue Bedeutung. Sie stellt nun nicht 
mehr eine Hypothese dar^ welcher andere Hypothesen yielleicht mit 
gleicher Berechtigung zur Seite gestellt werden können, sondern 
ergiebt sich nach der Claus ins sehen Darstellung als nothwendig. 
Um dies zu zeigen und daran noch andere Folgerungen zu knüpfen, 
will ich hier den Gang der Glausiusschen Darstellung kurz zur An- 
schauung bringen. 
60 Herr Glausius weist nach, f dass das Gbrmdgesetz, welches der Be- 

gründer einer einheitlichen Theorie der Elektrodynamik, Herr W. Weber, 
aufgestellt hat, nur unter der Voraussetzung mit der Erfahrung im 
Einklänge ist, dass sich in jedem galvanischen Strome die positive und 
negative Elektricität mit gleicher Geschwindigkeit in entgegengesetzten 
Richtungen bewegen. Er zeigt namentlich, dass, wenn in einem gal- 
vanischen Strome die entgegengesetzten Elektricii&ten sich mit un- 
gleicher Geschwindigkeit bewegen (zum Beispiel die negative ruht), 
dann bei Zugrundelegung des Web er sehen Gesetzes der konstante 
Strom auf ruhende Elektricität vertheilend wirken müsse, was der Er- 
fahrung widerspricht. 

Ich bemerke, dass man diesen Nachweis auf eine höchst elementare 
Weise vermittelst eines linearen Stromes führen kann, der aus zwei 
koncentrischen Kreisbogen und zwei geraden Strecken besteht, wenn 
nämlich das gemeinsame Centrum der beiden Kreisbogen in dem Punkte 
liegt, in welchem die Elektricität ruht, und die beiden Strecken ver- 
längert durch denselben Punkt geheiL In diesem Falle zeigt der blosse 
Anblick der Web er sehen Formel 



r« L c* \dt) "T" c*^ dt^y 



dass der positive Strom (abgesehen von der statischen Wirkung, die 
sich g^en die des negativen stets aufhebt) auf die ruhende positive 
Elektricität eine anziehende durch die Mitte des Stromes gehende 

Wirkung übt, welche dem Quadrate der Geschwindigkeit f^J propor- 
tional ist, während die negative Elektricität ebenso stark abgestossen 
wird, dass hingegen der negative Strom die Wirkungen in entgegen- 
gesetztem Sinne übt, aber so, dass diese Wirkungen dem Quadrat der 
Geschwindigkeit, mit welcher die negative Elektrici1»t strömt, propor- 
tional sind. Die Gesammtwirkung ist also nur dann null, wenn beide 
Geschwindigkeiten gleich gross sind, in jedem anderen Falle müsste 
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eine Vertheilung der nüieiiden Elektricität im Widerspruche mit der 
Erfahrung stattfinden. 

Das Entsprechende weist Herr Clausius für das Biemannsche 
Grundgesetz nach. Beide würden also nur fOr den Fall mit der Er- 
fahrung übereinstimmen, wenn sich annehmen liesse, dass in jedem 
galvanischen Strome positive und negative Elektricität mit gleicher 
Geschwindigkeit (nach ent<gegengesetzten Richtungen) strömten. Diese 
Annahme ist jedoch nicht gestattet^ da zum Beispiel in Elektrolyten 
die Elektriciiäten sich mit den Ionen bewegen, und diese im Allgemeinen 
ungleiche Geschwindigkeit besitzen. 

Nun geht Herr Glausins von der auch bei dem Weberschen und 61 
Riemannschen Gesetze zu Grunde liegenden Annahme aus, dass die 
Kraft, mit der ein sich bewegendes Elektricitätstheilchen e' auf ein 
anderes e wirkt, nur von der gegenseitigen Entfernung der beiden 
Theilchen und von der Richtung und Grösse ihrer Geschwindigkeiten 
und Beschleunigungen abhänge. Indem er nun hiermit nur die Resultate ^ 
sicherer Beobachtungen tmd das Princip der Erhaltung der Energie 
in Verbindung setzt, gelangt er zu seiner Fundamentalformel (66), in 
welcher jedoch noch eine unbekannte Funktion von r vorkommt. 
Diese unbekannte Funktion hebt sich aber, wenn man die Kraft be- 
stimmt, mit welcher ein Stromelement ds' auf ein anderes ds wirkt, 
Ton selbst weg, und so gelaugt man zu der Gleichung (1) und zu der 
ihr gleichbedeutenden (2), welche also als vollkommen begründet an- 
gesehen werden müssen, sobald man nicht etwa auf höhere als die 
zweiten Zeitdifferentiale der bewegten Elektricitaten zurückgehen will. 

Hierbei ist zu bemerken, dass die Formeln (1) und (2) auch 
geltend bleiben, wenn die beiden entgegengesetzten nach entgegenge- 
setzter Richtung strömenden Elektricitaten nicht dieselbe Geschwindig- 
keit haben, dass aber dann unter Intensität des Stromes die Summe 
der positiven und der in entgegengesetzter Richtung strömenden nega- 
tiven Elektricität zu verstehen ist, welche in der Zeiteinheit durch 
einen Querschnitt des Leiters strömen. 

Ich schliesse hieran eine ganz elementare Ableitung der Wirkung 
eines konstanten geschlossenen Stromes auf ein Stromelement, welche 
zugleich zu Resultaten führt, die, wie ich glaube, bisher unbekannt 
gewesen sind. 

Wenn man in (2) statt a seinen Werth i'ds' setzt, so findet man 
durch Integration sogleich die £[raft t;, welche eine mit der Intensität i' 
durchströmte Strecke BC auf ein Stromelement übt, dessen Anfangs- 
punkt in Ä liegt, und dessen Projektion auf die Ebene ABC gleich b^ 
ist. Nämlich wenn AD = % die Höhe des Dreiecks ABC ist, und 
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die Stücke des Dreiecks in hergebrachter Weise benannt werden, 
so ist 

V = -^ (cos ß + cos y). 

Wenn ins Besondere b^ mit BC gleichgerichtet isl^ so hat v die Rich- 
tung Ton äD'^ und wenn sich b^ um einen beliebigen Winkel in der 
Wirkungsebene dreht, so dreht sich die Richtung von v um denselben 
Winkel, während der Werth von v derselbe bleibt. Wenn a der dritte 
62 Winkel des Dreiecks f und m die Mittellinie ist, welche diesen Winkel 
hälftet und bis zur gegenüberliegenden Seite reicht, so ist bekanntlich 

COB p + COB y 2 sin ^ ff 

h m 

und die obige Formel wird 

/Q\ 2Jci'b, sin 4a 

(3) V = ^— • 

Um aber diese Formel unmittelbar benutzen zu können, ist es 
nothwendig, in ihr auch die Richtung der Erafb v darzustellen. Zn 
dem Ende muss ich auf einige Begriffe der geometrischen Analysis 
zurückgehen, wie ich sie in meinen Ausdehnungslehren von 1844 und 
1862 dargestellt habe, nämlich auf den Begriff der Strecken, der 
Flächenräume, auf die Addition der Strecken und Flächenräume und 
auf das innere Produkt des Flächenraums in die Strecke. 

Nämlich zwei begrenzte gerade Linien setze ich als Strecken nur 
dann gleich, wenn sie gleiche Länge und Richtung haben, und zwei 
Ebenentheile setze ich als Flächenräume nur dann gleich, wenn die 
beiden Ebenen parallel sind und die Ebenentheile gleichen und gleich- 
bezeichneten Flächeninhalt haben. Zwei Strecken werden addirt, indem 
man sie stetig aneinander legt, dann ist die Strecke vom Anfangspunkt 
der ersten zum Endpunkt der letzten die Summe beider Strecken. Zwei 
Flächenräume werden addirt^ indem man sie ab Parallelogramme stetig 
aneinanderlegt, das heisst sie so legt, dass die Gfmndseite des zweiten 
mit der Deckseite (der der Orundseite gegenüberliegenden Seite) des 
ersten zusammenfällt, dann ist das Parallelogramm, dessen Grundseite 
die Onmdseite des ersten und dessen Deckseite die Deckseite des 
zweiten Parallogramms ist, die Summe der beiden Flächenräume. 
Endlich unter dem inneren Prodtikte eines Flächenraums F, dessen 
Inhalt Eins ist, in eine Strecke &, geschrieben \F \ b~\ verstehe ich 
eine Strecke ^, welche mit der Projektion b^ von b auf F gleich lang 
ist, welche in der Ebene F auf \ (also auch auf b) senkrecht stehl^ 
und welche an b^ stetig angelegt nach derselben Seite hin abbiegt, 
nach welcher der Umfang von F durchlaufen wird. Setzt man kF 
statt JF, wo X den Flächeninhalt ausdrückt^ so wird [IF \ b~\=^ kg. 
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Wenden wir dies anf den obigen Fall an, und setzen fest, dass F 
mit dem Flachenraum des Dreiecks ABC gleichbezeichnet sei, so ist 
klar, dass nach dem Obigen die Richtung der Kraft mit \F \ h\ enir 
gegengesetzt bezeichnet sei, und also, wenn die Richtung der Eraft 
zugleich ausgedrückt f werden soll, in (3) statt \ zu setzen ist 63 
— \F I &], das heisst 

(4) «__?*i:^[irij]. 

Nun durchströme der galvanische Strom ein beliebiges Raumpolygon, 
dessen eine Seite JßC7 ist, während A der AnfEmgspunkt des Strom- 
elementes h bleibt. Für das sich an ABC anschliessende Dreieck sei 
a^ statt a, m^ statt m und F^ statt F gesetzt, u. s. w., so ist die 
Kraft F, mit der das ganze Polygon auf das Stromelement h wirkt, 



(5) 



wo 



Diese Oleichung schliesst folgenden wichtigen Satz ein: 

„Wenn ein beliebiger geschlossener Strom im Räume gegeben ist^ 
so giebt es zu jedem Punkte A eine bestimmte Ebene, die man durch 
A gehend annehmen, und die Wirkungsebene des Stromes in Bezug 
auf den Punkt A nennen kann, und welche die Eigenschaft hat, dass 
jedes von A ausgehende Stromelement (&) erstens, wenn es auf dieser 
Ebene senkrecht steht, keine Einwirkung durch den Strom erfahrt, 
zweitens, wenn es schräge darauf steht^ dieselbe Wirkung erleidet wie 
seine (senkrechte) Projektion (b^) auf diese Ebene erleiden würde, 
drittens, dass die Kraft, die es erfährt, in dieser Ebene liegt und auf 
der Projektion {b^ des Stromelementes und also auch auf diesem selbst 
senkrecht steht^ imd viertens dass, wenn g die £[raft ist, welche jenes 
(von A ausgehende) Stromelement (h) in irgend einer Lage erfahrt, 
und sich die Projektion {b^ des Stromelementes auf die Wirkungs- 
ebene um irgend einen Winkel in dieser Ebene dreht, dann auch die 
Kraft g ohne ihren Werth zu yerändem sich um denselben Winkel 
dreht« 

Diese Wirkungsebene ist, wenn der Strom ein Polygonstrom im 
Räume ist^ aufs leichteste zu konstruiren. Denn sie ist parallel mit Q, 
und Q ist nach Formel (5) durch Addition der Flächenräume un- 
mittelbar zu finden. 

Viel bequemer als der hier eingeschlagene Weg wird die Methode, 
wenn man gleich von AnfEmg die geometrische Analysis einführt. Aber 
dann ist noch der Begriff des äusseren Produktes zweier Strecken ein- 

Grftssmann, Werke, ü. 8. 14 
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zuführen. Ich verstehe nämlich unter dem äusseren Produkt [ah] 
zweier Strecken a und h den Flächenraum des Parallelogramms; welches 
64 a zur f Grundseite und b zur sich daran anschliessenden Seite hat. 
Dann ergiebt sich^ was ich hier nicht nachweisen will, aus Formel (1) 
unmittelbar die Formel 

(2*) P=*.[?:«l&], 

^o V.) Gl} ^ ^^ Strecken selbst darstellen , deren Längen wir oben mit 
r, ttj b bezeichneten^ und wo P die Kraft ihrer Grösse und Richtung 
nach ist. 

Setzen wir hier a = i'ds\ wo wieder dsf zugleich die Richtung 
des Stromelementes ds' darstellt und nehmen ds' als Element eines 
beliebigen geschlossenen Stromes^ so erhalten wir, wenn man die Inte- 
gration auf den ganzen geschlossenen Strom ausdehnt^ 

(5*) r=M'[Q\bJ\, wo Q=f^ 

ist. 

Es hat hier wie überall nicht die mindeste Schwierigkeit^ die 
Formeln der geometrischen Analysis unmittelbar in die in der Regel 
sehr viel komplicirteren Formeln der gewöhnlichen Analysis umzu- 
setzen. Man hat zu dem Ende nur auf den drei gegeneinander senk- 
rechten Eoordinatenaxen drei Strecken anzunehmen^ deren Richtungen 
die der positiven Axen und deren Längen Eins sind; diese seien e^; e^, 6^; 
sind dann o^; o^; ag die Koordinaten einer Strecke a, so hat man nur 
statt a zu setzen »iCi + a^c^ + ^s^- Wendet man dies Verfahren 
bei jeder Strecke an und führt dann die Additionen und Multipli- 
kationen nach den gewöhnlichen Gesetzen der Algebra auS; nur dass 
man die Faktoren eines Produktes nicht ohne Weiteres vertauscht und 
zusammenfasst; so bleiben in der Formel keine anderen Strecken übrig 
^ ^; ^} ^; deren Multiplikation; sei sie eine äussere oder innere; 
nach den Definitionen dieser Produkte auszuführen ist. In unserer 
Formel (5*) erhält man dann V zuletzt in der Form 

wo dann F^; V^, Fg die gesuchten algebraischen Ausdrücke sind. 
Stettin, den 10. Januar 1877. 
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Ya. Selbstanzeige der Abhandlang: 
Zur Elektrodynamik. 

Eoenigsbergers Bepertorium Bd. II, S. 8—4, Leipzig 1879. 

Im Jahre 1845 hatte ich in Poggendorffs Annalen Bd. 64, S. Iff. 8 
{hier S. 147 ff.} för die Einwirkung eines unendlich kleinen elektrischen 
Stromtheiles auf einen andern eine Formel aufgestellt, welche von der 
Ampere sehen wesentlich abweicht und sich durch ihre grössere Ein- 
fachheit auszeichnet. Nun hat Herr Claus ins kürzlich eine neue, auf 
sicherer Grundlage ruhende Theorie der Elektrodynamik in dem Journal 
f&r Mathematik Bd. 82, S. 85 ff. aufgestellt, aus welcher sich mir durch 
eine kurze Eechnung ergab, dass diese Theorie auf die gegenseitige 
Einwirkung unendlich kleiner elektrischer Stromtheile angewandt genau 
dieselbe Formel ergab, welche ich 1845 als die muthmasslich richtige 
aufgestellt hatte. 

Sind nämlich AA^ und BB^ unendlich kleine Stücke elektrischer 
Ströme und i' und i ihre Intensitäten, und wird i'AA^ mit a, iBB^ 
mit &, die senkrechte Projektion von h auf die Ebene von AA^B mit 
frj, AB mit r und Winkel A^AB mit a bezeichnet^ so ergab sich als 
Einwirkung X des ersten Stromtheils auf den zweiten, abgesehen von 
einem konstanten Zahlfaktor, die Formel 

^ ah^ sin et 

wie ich sie in Poggendorffs Annalen a. a. 0. aufgestellt habe. Hier 
liegt X senkrecht gegen \ in der Ebene AA^B. 

Ich habe nachgewiesen, dass die Formel aus der G laus ius sehen 
Theorie mit Nothwendigkeit hervorgeht. Femer habe ich aus dieser 
Formel auf ganz elementare Weise die Wirkung abgeleitet, welche ein 
konstanter geschlossener Strom im Baume auf einen Stromtheil übt. 

Ich betrachte nämlich jenen geschlossenen Strom zunächst als ein 
durchströmtes Polygon. Ist BC irgend eine Seite desselben, i' die 
Intensität des Stromes und A der Anfangspunkt eines unendlich kleinen 
Stromtheiles, dessen senkrechte Projektion auf ABC gleich h^ ist, so er- 
giebt sich die Wirkung v\ 

^i'h, sin la 

wo a = Z. BAC und m die von A nach BG gezogene Linie ist, welche 
den Winkel a halbiert. Die Richtung von v ist senkrecht auf \ in 
der Ebene ABC, Ist v^ die Wirkung der nächstfolgenden Seite des 
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Polygons^ und so weiter^ so wird die gesammte Wirkung V jenes 
Polygons 

4 WO die Addition auf der rechten Seite die geometrische ist. Eine sehr 
einfache ; auf die Ausdehnungslehre gegründete Betrachtung ergieht 
dann den allgemeinen Satz: 

^yWenn ein beliebiger geschlossener Strom im Räume gegeben ist^ 
so giebt es zu jedem Punkt A eine bestimmte Ebene^ die man die 
Wirkungsebene des Stromes nennen kann^ und welche die Eigenschaft 
hat, dass jedes durch A gehende Stromelement durch jenen Strom die- 
selbe Wirkung erfahrt wie seine senkrechte Projektion auf die Wir- 
kungsebene; femer dass diese Wirkung in der Wirkungsebene senkrecht 
gegen das Stromelement erfolgt und ihrer Ghrosse nach unabhängig yon 
der Richtung jener Projektion ist." 

Stettin. H. Orassmann. 
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VI. 
Bemerkungen znr Theorie der Farbenempfindnngen. 85 



Anhang*) zu W. Preyers Elementen der reinen EmpfindnngBlehre, 
Jena^ Verlag yon Hermann DnSty 1877. 



Die einfachen Lichtempfindungen sind Gebiete dritter Stufe und 
werden am yollkommensten dargestellt durch (ungleich intensiye) Punkte 
einer Ebene; auch kann man die Intensitäten dieser Punkte durch 
Strecken^ die in ihnen als Lothe auf der Ebene errichtet sind, sichtbar 
machen. Diese Eigenthümlichkeit der Lichtempfindungen, die ich in 
meiner Theorie der Farbenmischungen**) aufgestellt habe, ist auch 
von Helmholtz***) yoUständig anerkannt. 

Bei der Intensität Null hört, wie überall, jede Qualität 
auf, Schwarz ist eben keine Qualität, sondern f das Null des 86 
Lichtes. 

In der Qualität tritt erstens der Farbenton henror in der Reihe: 



*) Der Anhang steht anf 8. 86—93 des Werkes und ist bezeichnet als: 
„Briefliche Mittheilung an den Verfasser von Professor Dr. H. Grassmann in 
Stettin/* Frey er sagrt in einer Anmerkung nnterm Texte: 

Professor Grassmann hatte die (Hte, nachdem ich im Frühjahr 1876 ihm 
meine Anwendungen seiner Ausdehnmigslehre auf die Empfindungen mitgetheilt 
hatte, in einem ausfOhrlichen Schreiben mir anzugeben, worin er beistimmt, worin 
nicht. Namentlich seine Darstellung der Mannigfaltigkeit der Farbenempfindung 
weicht von der meinigen durchaus ab. Einige seiner Bemerkungen darüber füge 
ich zum Vergleich meiner Arbeit bei. Prof. Grassmann nimmt für die einfache 
reine Farbenempfindung drei ürvariable an, Intensität, Ton und Sättigung, ich 
nur zwei, indem ich zu zeigen versuchte, dass, wenn Intensität und Ton gegeben 
sind, die Sättigung zugleich mitgegeben ist. Prof. Grassmanns Darstellung 
passt vortrefflich auf die Mischung objektirer Farben, und zum Theil auch zu 
dem, was ich von der Empfindung des Kontrastes als eines Multiplikationsaktes 
im wahrnehmenden Subjekte aufgestellt habe. 

^ Poggendorff's Annalen 89. Bd. 1863 { hier S. 161—173 } . 
***) Handbuch der physiologischen Optik, S. 281 ff. 
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Bothy Qelhy Grün, Blau, Violett, was sich wieder an Roth anscUiesst 
(Braun ist nur ein wenig intensives Roth), und zweitens die Aus- 
gleichung der FarbendifPerenzen (sei es durch Yermischung entgegen- 
gesetzter, das heisst complementarer Farben, sei es durch Abnehmen 
oder Aufhören des ünterscheidungsyennögens fm* die Farbenyerschieden- 
heit). Durch yoUstandige Ausgleichung entgegengesetzter Farben ent- 
steht das farblose Licht (Grau, Weiss). 

I^emer. Grün lässt sich wohl als Farben-Mitte, das heisst als 
Mittel zwischen der tiefsten und höchsten Farbenempfindung auffassen. 
Der Nullpunkt der Farbenempfindung tritt aber in der Em- 
pfiddung des farblosen Lichtes, sowie in der des gänzlichen 
Lichtmangels heryor, also in der Reihe: Schwarz, Grau, Weiss 
mit ihren Abstufungen. Daraus folgt aber sogleich der Be- 
griff der negatiyen Farben. Nämlich zu jeder Farbe muss 
die entsprechende negatiye die sein, welche zu ihr addirt, das 
heisst mit ihr vermischt. Weiss giebt, das heisst die Com- 
plementärfarbe. Es sind also die Gomplementärfarben durch 
entgegengesetzte (aber gleich lange) Strecken der Ebene an- 
schaulich darstellbar. 

Ausser jenem Null der Farbe, das heisst dem farblosen 
Lichte, giebt es aber auf dem Gebiete der Lichtempfindungen 
noch ein zweites von jenem und vom Null der gesammten 
Intensität verschiedenes Null, das ist eben das Null des farb- 
losen Lichtes. 

Eine Farbe, welcher kein farbloses Licht beigemischt ist, 
heisst eine gesättigte. Objektiv wird diese Sättigung erreicht durch 
die reinen prismatischen Farben. Allein da wir diese nicht unmittelbar 
wahrnehmen, sondern nur durch das Medium des Auges, in diesem 
aber durch eine grosse Reihe sekundärer Vorzüge (Brechung, Zurück- 
werfung, Absorption, Fluorescenz) das dem Auge zugesandte Licht 
vielfache objektive Aenderung erleidet, ehe es zu den Nervenenden, 
welche die Empfindung au&ehmen, gelangt, so ist es wahrscheinlich, 
dass wir die Empfindung gesättigten Lichtes nur annäherungsweise er- 
fahren, also das Null des farblosen Lichtes in der Empfindung nicht 
vollkommen erreicht wird, am vollkommensten wohl, wenn die durch 
Blicken auf ein sehr helles farbiges Licht hierfür abgestumpfte Stelle 
der Netzhaut nun nach Erlöschen jenes Eindrucks durch Hinblicken auf 
eine möglichst gesättigte Complementärfarbe, diese empfängt, also in 
den sogenannten negativen Nachbildern. 
87 Die Aenderung der Qualität bei der Steigerung einer Farbe ist 

ein sekundärer Vorgang, der eines Theils in einer objektiven Ver- 
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änderoiig des Lichtes durch Brechung, Zuräckwerfung, Absorption und 
Fluorescenz im Auge selbst besteht, ehe noch das Licht die Empfin- 
dungsorgane erreicht, andern Theils auf einer subjektiv sehr verschie- 
denen und bisher noch sehr wenig erforschten ünempfänglichkeit der 
Nerven filr Farben- und Intensitatsunterschiede, auf einer relativen 
Farbenblindheit beruht. 

So viel scheint sicher, dass diese Erscheinungen nur sekundärer, 
zum Theil subjektiver Art sind. 

Dagegen bewegen wir uns in der Theorie der Farbenmischung 
auf einem sicheren, den objektiven Erscheinungen überall Rechnung 
tragenden Gebiet, und muss dies daher die Grundlage für die Theorie 
der reinen Lichtempfindungen sein. Zunächst erhalten wir da- 
durch einen, und zwar den einzigen aus blosser Lichtempfindung ab- 
leitbaren, festen Maassstab für die Bestimmung der gleichen Intensität 
verschiedener Farben. 

Mischt man zum Beispiel Gelb von der Wellenlänge 567,1 mmm 
(mmm bedeutet Millionstel Meter) mit Indigo von 472,6 mmm, und 
zwar in dem Intensitätsverhältnisse, dass sie farbloses Licht geben, so 
haben wir diese beiden Intensitäten (nach dem Obigen) als gleich 
gross anzusehen, und sie erweisen sich auch objektiv (wenn man die 
Lichtsi»rke nach Helmholtz durch die bei der Absorption entstehende 
Wärme bestimmt) als gleich, und bleiben es auch, wenn man die 
beiden Intensitäten in beliebigem, aber gleichem Verhältnisse ändert; 
denn wäre letzteres nicht der Fall, so müsste man durch Vermischung 
zweier farbloser Lichter farbiges erzeugen können, was unmöglich ist 

Betrachte ich nun eine dritte Farbe, etwa Goldgelb von 585,2 und 
das complementäre Gyanblau von 485,4 mmm, und bestimme ihre 
Intensitäten so, dass sie beide zusammengemischt ebensoviel Weiss 
geben, wie vorher Gelb und Indigo, so haben wir vier Farben, die als 
intensiv gleich zu betrachten sind. Dass sie auch objektiv gleich sein 
müssen, folgt aus dem Satze (Helmholtz S. 309): „Wenn Licht aus 
verschiedener Quelle zusammentrifft, so wird die Gesammtintensität 
gleich der Summe der einzelnen Intensitäten'^ (vergl. meine Abhand- 
lung*) S. 82). Denn da nun in beiden Mischungen die Summen der 
Intensitäten gleich sind, und die beiden Intensitäten, aus denen jede 
dieser Summen entsteht, so müssen alle vier so bestimmten Farben 
objektiv f gleiche IntensilÄten haben. 88 

So kann man fiir alle Spektralfarben, die eine Complementärfarbe 
besitzen, ihre gleiche Intensität nachweisen, und also auch die Ver- 



*) Foggendorffs Annalen 89. Band. 1863. {Hier S. 171. 
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haltniBse ihrer Intensität. Für Grün kann man dann die gleiche Inten- 
sität objektiv bestimmen. So würde man schon einen Farbenkreis 
erhalten^ an dem nnr diejenigen Farben fehlen würden, die im Spektrum 
zn fehlen scheinen, nämlich Pnrpnr mit seinen Abstufungen. 

Aber ich glaube, dass auch diese Lücke nur eine scheinbare ist. 
Setzt man das äusserste Roth von 812,5 mmm mit dem Violett von 
406,2 also mit seiner Octaye zusammen, so entsteht ein Roth, was 
einen ebenso gesättigten Eindruck macht wie die anderen Spektral- 
farben; wenn man jenes Violett recht dunkel nimmt, so geht es (nach 
Helmholtz) in Rosaroth, also, abgesehen yon dem durch Fluorescenz 
beigemischten Weiss, in Purpur über, und ich glaube, dass diese beiden 
um eine Octave yerschiedenen Farben, wenn man die sekundären Ein- 
flüsse entfernen könnte, denselben Eindruck hervorrufen, und also in 
ihrer Verbindung eine gesättigte Farbe gleich denen des Prisma geben 
müssen. Aber auch abgesehen davon lässt sich jene, jedenfalls nur 
sehr geringe Lücke annaherui^weise herstellen und dadurch der 
Farbenkreis vollenden. 

Aber die Stellung der Farben in diesem EJreise ist dadurch noch 
nicht festgestellt. Um sie festzustellen ist zuerst festzuhalten, dass jede 
Lichtempfindung sich (Helmholtz S. 282, Z. 3—7, meine Abh. S. 71, 
Z. 1 — 3 { hier S. 162, Z. 15 — 13 v. u. } ) durch Mischung einer gewissen 
Intensität farblosen Lichtes mit einer gewissen Intensität einer gesättigten 
(Spektral-)Farbe darstellen lässt, und die Summe dieser beiden Intensi- 
täten die gesammte Intensität der Lichtempfindung ist. Ich habe in dieser 
Mischung die Intensität des £EU*blosen (weissen) Lichtes die Intensität 
des beigemischten Weiss, und die Intensität jener homogenen Farbe 
die Farbenintensität der Lichtempfindung genannt. Durch den Farben- 
ton und diese beiden Intensitäten ist dann die Lichtempfindung genau 
bestimmt. 

Aber es ist noch eine (formelle) Bestimmung über die Abweichung 
zweier homogener Farben zu machen; ich sage zwei homogene, gleich 
intensive Farben weichen um denselben Winkel von einander ab, wie 
zwei andere gleich intensive, wenn die beiden ersten mit einander ver- 
mischt, dieselbe Intensität farblosen (weissen) Lichtes liefern, wie die 
beiden letzten. Durch diese Bestimmung ist, wenn man noch hiozu- 
nimmt, dass zwei gleiche intensive homogene Farben den mittleren 
Farbenton geben, nun auch die Vertheilung der Farben auf dem Farben- 
kreise genau bestimmt. 
89 Nehmen wir zunächst wieder die beiden obigen f Gomplementär- 

farben Gelb und Indigo (deren Winkel, da sie entgegengesetzt sind, 
180^ beträgt). Nun wird es zum Beispiel in der Farbenreihe, die von 
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Gelb durch Grün zu Indigo übergeht, eine homogene Farbe geben, die 
von dem Gelb unter demselben Winkel abweicht wie von dem com- 
plementaren Indigo, also um den Winkel von 90^, und die mantdaher 
die zn jener normale Farbe nennen kann. Wird Gelb etwa mit a, die 
complementare also mit — a bezeichnet; so kann die normale mit 
beiden gleich intensive mit a]/ — 1 = ai bezeichnet werden, und man 
kann nun ähnliche Methoden wie die Ihrigen für die weiteren Folge- 
rungen anwenden. 

Namentlich kann man den Hauptsatz der Farbenmischung (meine 
Abb. S. 83 {hier S. 172 f.}) ableiten, wonach, wenn man jede Farben- 
empfindung durch einen intensiven (schweren) Punkt aA darstellt, 
dessen Richtung vom Gentrum G des Farbenkreises den Farbenton, 

dessen Intensität a die Gesammtintensität, dessen 

Entfernung {CA) vom Gentrum mit a multiplicirt 
die Farbenintensität, und dessen Entfernung {AT^ 
von der Peripherie mit a multiplicirt also die 
tensitat des beigemischten Weiss darstellt, voraus- 
gesetzt, dass der Radius OB seiner Länge nach 
:=» 1 gesetzt wird, dann die Mischung zweier Licht- 
empfindungen durch die (barycentrische) Summe der intensiven Punkte, 
welche diese beiden Lichtempfindungen darstellen, dargestellt wird. 

Hierbei ist vor allen Dingen zu merken, dass hier nicht etwa 
bloss ein Vergleich mit der Planimetrie gegeben wird, sondern man 
hat es überall nur mit der abstrakten Grundlage der Planimetrie zu 
thun, die hier in den Lichtempfindungen ebenso ursprünglich hervor- 
tritt wie in der Planimetrie selbst. Die aus der Planimetrie ent- 
nommenen Ausdrücke sind hier nur, weil sie allgemein bekannt sind, 
auf unsere Wissenschaft übertragen. 

Die Ableitung dieses Satzes auf dem hier begonnenen Wege ist 
interessant, aber sehr weitläufig. Ich gebe ein Beispiel. Es sei A 
eine homogene Farbe mit der Intensität 1, Ä die 
Gomplementärfarbe, 3 die gegen beide normale 
mit der Intensität 1; gesucht sei die Mischung. 
Ihr Farbenton wird von A und B gleich weit ab- 
weichen, also um den Winkel von 45®, dieser 
sei C, ebenso sei 2) der Farbenton der Mischung 
von -B und -4.', also der Winkel CD ein rechter. 
Nun sei für die Mischung von A f und £ die ^ 90 

Intensität des beigemischten Weiss y und die Farbenin tensitat ^, das heisst 

^ + B = a?C + yw, 
wenn w das Weiss von der Intensität 1 bedeutet^ und ebenso 




Digitized by 



Google 



218 VI. Zur Theorie der Farbenempfindungen. 1877. 

A'+B = xD + yw, 
wo übrigens a; + y = 2, also 

• A + A'+2B = x(C + D) + 2yw, 

oder da -4. + -4'= 2w ist, 

2B+2w = x(C +D) + 2yw. 
Nun ist aber C zu D normal und zwischen ihnen in der Mitte liegt 
Bj also 

C+B = xB + yWy 
also 

2B+2w = x(xB + yw) + 2yw 

= a^B+{x + 2)yw. 

Daraus folgt x^ = 2, a? = V^, also y = 2 — y^. Nennt man E den 
Schneidepunkt von AB mit 00^ so ist 0E^= «1/2; dies mit der Ge- 
sammtintensität 2 multiplicirt, sollte, wenn der Hauptsatz gilt, die 
Farbenintensitat x liefern, was stimmt; ebenso ist EC ^1 — \V^j also 
mit 2 multipücirt 2EC=2—y2 = y. 

Es ist der auf diesem Wege geführte Beweis viel weitläufiger und 
auch lange nicht so streng als der in meiner Abhandlung gegebene. 
Aber dieser muss bedeutende begriffliche Schwierigkeiten haben, da 
ihn auch Helmholtz nicht ganz verstanden hat. 

Es ist dort von einer an sich beliebigen homogenen Farbe in 
einer beliebigen Farbenintensität, die »= 1 gesetzt wird, ausgegangen 
(Gelb), dann die Gomplementärfarbe (Indigo) bestimmt imd ihre Inten- 
sität, sofern sie mit jener farbloses Licht liefert, gleichfalls 1 gesetzt. 
Dann ist die homogene Farbe bestimmt, welche zu jenem Gelb ge- 
mischt, ebensoviel farbloses Licht liefert, wie mit jenem Indigo, das 
heisst die zu beiden normale homogene Farbe; ihre Intensität ist so 
bestimmt, dass sie mit ihrer Gomplementärfarbe ebenso viel Weiss 
liefert, wie die obigen Gelb und Indigo. Dies sei ein bestimmtes Grün. 
Dann sind hierdurch zwei genau definirte Einheiten (Gelb und Grün) 
gewonnen, welche zunächst benutzt werden, um die Farbenintensitäten 
ihrer Mischimgen darzustellen. 

Da der Begriff der Intensität verschiedener homogener Farben 
erst durch die Mischung festgestellt werden soll, so kann man, wenn 
der Kürze wegen jenes Gelb mit -4, jenes Grün mit B^ und das Weiss, 
dessen Intensität = 1 ist, mit bezeichnet wird, für die Farben- 
intensität der Mischung aA (Gelb mit der Intensität a und wenn a 
negativ == — a ist, Indigo mit der Intensität «') und ßBy wo aiß 
91 ein beliebiges Yerhältniss haben, festsetzen, dass sie gleich f der Strecke 
aOA + ßOB, [das heisst a{A — 0) + ß(B — 0)] sein soll, und die 
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Richtung dieser Strecke (alles im Sinne der Ausdehnungslehre) den 
Farbenton darstellen soll. (Anch hätte man OA = 1 und OB = i =)/^^l 
setzen können^ ohne dadurch freilich etwas zu gewinnen.) 

Hieraus folgt nun das oben aufgestellte Gesetz der Farbenmischung 
ganz wie in meiner Abhandlung vermittelst der auch von Helmholtz 
anerkannten Sätze aufs aUerstrengste. Auch folgt nun aus diesem 
Hauptgesetze sogleich^ dass^ wenn man eine beliebige andere Farbe 
statt des Gelb zu Grunde legt; ganz dieselben Resultate hervorgehen^ 
dass femer jede homogene Farbe von der Intensität 1 mit ihrer com- 
plementären ebenso viel Weiss giebt^ wie jede andere solche mit ihrer 
complementären, femer dass es gleichgültig ist; welche Intensität man 
1 setzt. EurZ; es ist hier alles in vollster Harmonie^ imd muss diese 
Theorie ebenso die Ghrundlage für die Theorie der Farbenempfindungen 
sein, wie die Addition für die Ausdehnungslehre. 

Was nun die Multiplikation betrifft, so bemht die Multiplikation 
mit einer Zahl, das heisst die Vervielfachung, zunächst auf einem 
wiederholten Additionsprocess. Ist A irgend eine Empfindung, so sind 
Aj A -^ A = 2A, 2A + -4 = 3 J., . . . Empfindungen, die qualitativ 
gleich sind, und sich intensiv wie 1:2:3,... verhalten; setzt man 
nun irgend eine dieser Intensiföten 1, so erhält man die Intensitäten 
als Brüche, und setzt man A unendlich klein, so erhält man die Inten- 
sitiLten in stet^er Form. 

Diese Multiplikation wiederholt sich natürlich auf allen Empfin- 
dungsgebieten. Ihr tritt eine zweifache Division gegenüber, nämlich 
die Division durch eine Zahl, oder Theilung, die aber auch durch 
Multiplikation mit einem Bmch ersetzt werden kann, und zweitens die 
Division zweier qualitativ gleicher Empfindungen durcheinander, deren 
Resultat eine Zahl ist, welche das Yerhältniss der Intensitäten darstellt. 

Die Zahl ist eine Grosse nullter Stufe. Ausser ihr giebt es aber 
noch in Gebieten von höherer als erster Stufe andere Grössen nullter 
Stufe, welche ich in meiner Ausdehnungslehre 1862 { Ges. Werke I, 2 } 
ausfuhrlich behandelt habe, und welche besonders für die durch Strecken 
darstellbaren Farbenintensitäten von Interesse sind. Im Allgemeinen 
ist solche Grösse nuUter Stufe dadurch bestimmt, dass festgesetzt wird, 
in welche andere Grösse jede Grösse des betrachteten Gebietes sich 
durch Multiplikation mit einer solchen Grösse nullter Stufe verwandelt. 
Da für sie wie für jede Multiplikation das Beziehungsgesetz (das 
distributive Princip) gilt, so ist für ein Gebiet n-ter Stufe nur festzu- 
setzen, in welche Grössen sich die n Einheiten des f Gebietes durch 92 
jene Multiplikation verwandeln. 

Für das Streckengebiet zweiter und dritter Stufe bilden die 
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Hamiltonschen Qnatemionen eineii besonderen Fall dieser Grössen 
nullter Stufe. Für die Farbenintensitäten, welche ein Streckengebiet 
zweiter Stufe bilden, sind die Hamiltonschen Qnatemionen solche 
Grössen nullter Stufe, welche zwei Strecken (die nicht parallel sind), 
und also auch alle Strecken um gleiche Winkel ändern und ausserdem 
noch mit einer Zahl multipicirt sein können. So zum Beispiel drftckt 
ae*'", wo a eine homogene Farbe, a einen Winkel darstellt, eine andere 
homogene Farbe yon gleicher Intensität aus, die yon jener um den 
Winkel a abweicht. Die Division mit c*" gleich Multiplikation mit e"***. 

Aber auch die combinatorische (auf ein Gebiet bezügliche) Multi- 
plikation tritt auf dem Gebiete der Lichtempfindungen (als einem 
Elementargebiete dritter Stufe) in qualitativer Beziehung sehr leicht 
und einfiach hervor. Sind zum Beispiel a und h zwei Lichtempfin- 
düngen, so drückt das combinatorische Produkt [ab] qualitativ das 
Gebiet der Geraden a&, das heisst die Gesammtheit aller Lichtempfin- 
dungen aus, welche sich aus a und h numerisch ableiten lassen (näm- 
lich durch positive Zahlen für die zwischen a und h liegenden, durch 
entgegengesetzte für die ausserhalb liegenden, und wenn sie ausserhalb 
des Farbenkreises zu liegen kommen, so hat man ideelle Lichtgebilde, 
denen keine reelle Empfindung entspricht); das heisst, wenn auch c 
und d zwei Lichtempfindungen sind, so ist [ab] qualitativ gleich \cd\, 
in Formeln \ah] ^ [ccT], dann und nur dann, wenn die beiden Gebiete 
zusammenfallen, oder wenn beide Produkte null sind. Aber [ah] ist 
nur null, wenn a^h (qualitativ gleich V) ist. 

Zweitens wenn [a&] und \cd\ qualitativ verschieden (und keins 
derselben nuU ist), so drückt das Produkt \ah . cd] qualitativ die 
Lichtempfindimg (reeUe oder ideelle) aus, welche beiden Gebieten ge- 
meinsam ist, das heisst, welche sich sowohl aus a und h als auch ans 
c und d numerisch ableiten lässt; giebt es aber keine beiden Gebieten 
gemeinsame reelle oder ideelle Empfindung, so heissen die Gebiete 
parallel und das Produkt \ah . cd] stellt dum qualitativ eine Strecke, 
dass heisst die Differenz zweier gleich intensiver Lichtempfindungen 
dar [Ausdehnungslehre 1862, Nr. 289 u. 290 {Ges. Werke I, 2, S. 186}]. 

Es war bisher der Werth der Produkte \ah] und \ah . cd] nur 
qualitativ betrachtet; will man auch ihren quantitativen Werth haben, 
so muss man auf eine neue Empfindung, die des Kontrastes eingehen, 
93 welche schon aus dem Bereich der bisher betrachteten f einfachen 
reinen Empfindungen in das der combinirten hinüberschweift Doch 
sind diese noch eher einer rein wissenschaftlichen Betrachtung fähig, 
als zum Beispiel die scheinbare Aenderung der Farbenqualität bei ver- 
änderter Intensität, wozu es noch an jeder sicheren wissenschafÜichen 
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Basis felilt; und Gewöhnung, Ermüdung nebst den noch nicht hin- 
reichend ermittelten objektiyen Vorgängen im Innern des Auges von 
grossem Einflüsse sind. 

Will man nun das Produkt [a&] als Kontrast der Lichtempfin- 
düngen a und b auffosseu; so muss man den Begriff des Kontrastes 
einschranken und dem Begriffe jenes Produktes adäquat gestalten. Da 
das Produkt [ab] null ist^ wenn a und b qualitativ gleich sind, so ist 
der Gegensatz von hell und dunkel ganz aus dem Begriffsbereiche 
dieses Kontrastes zu verbannen, und für diesen Begriff eine verschie- 
dene Qualität von a und b als nothwendige Bedingung festzuhalten. 
Sind a imd b zwei Lichtempfindungen von gleicher Intensität 1, so 
stellt [ab] den Konstrast b — a dar auf dem Gebiete ab, in der Art, 
dass wenn a, .&, c, d von gleicher Intensität sind [a&] «= [cä] dann 
und nur dann ist, wenn [a6]E^[cd] (siehe oben) und ausserdem 
a — & SS c — d ist Wachsen die Faktoren a und b ihrer Intensität 
nach und zwar a im Verhältnis 1 : x und b im Verhaltniss 1 : y, so 
wächst [ab] im Verhaltnisse 1 :xy. 

Ob aber der so aufgefasste Kontrast fOr das Gebiet der Empfin- 
dung eine wesentliche Bedeutung habe, ist mir sehr zweifelhaft. Haupt- 
sache scheint hier der qualitative Kontrast von gleich intensiven Em- 
pfindungen. 
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Von 

Hermann Orassmann. 



Wiedemanns Annalen der Physik und Chemie, Bd. I, Heft 4, S. 606—629, 
geschlossen 3. Angost 1877. 



606 Seit dem Jahre 1832, wo in Poggendorffs Annalen XXI V, p. 397 
die bahnbrechende Arbeit von Robert Willis, „Ueber Vokaltöne und 
Zungenpfeifen'^ erschien, bin ich unausgesetzt bemüht gewesen, die 
Theorie der Yokallaute und der Sprachlaute überhaupt auszubilden 
und fest zu begründen. 

Unmittelbar trat mir aus jener Arbeit der Mangel entgegen, dass 
Willis nur eine Reihe yon Vokalen, nämlich u, o, a, e, i aufgefunden 
haben wollte, während doch die Vokale ebenso wie die Farben nur 
durch Vertheilung auf einer Flache yollstandig dargestellt werden 
können. Und bei der Wiederholung der Versuche ergab sich, dass der 
mittlere jener Vokaltöne von dem Charakter des a sehr weit ver- 
schieden war, und es darauf ankam, diesen Charakter festzustellen. 
Aus den Versuchen von Willis folgte, dass das den Vokal bestimmende 
eiQ höherer, mit dem Grundtone zugleich leise erklingender Ton sei, 
der mit jenem verschmelzend eben den Eindruck des Vokales hervor- 
rief. Diese höheren Töne mussten sich also auch bei dem Aussprechen 
eines Vokales bei gehöriger Achtsamkeit vernehmen lassen. Es gelang 
dies so vollständig, dass ich auf diese Beobachtungen eine vollständige 
Theorie der Vokaltöne gründen konnte, welche allen billigen Anfor- 
derungen, die man an eine solche Theorie stellen kann, genügte. 

Die Grundzüge dieser Theorie habe ich im Jahre 1854 im Pro- 
gramme des Stettiner Gymnasiums am Schlüsse eines hauptsächlich 
für meine Schüler bestimmten Leitfadens der Akustik veröffentlicht 
Es heisst darin (p. 14 {hier S. 188}) wörtlich: „Die Stimmbänder setzen 
zugleich die in der Mundhöhle befindliche Luft in Schwingungen; es 
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entstehen dadnrch leise Nebentöne, welche je nach der Form, die man 
der Mnndhohle giebt, yerschieden ausfallen, und welche der Reihe der 
harmpnischen f Tone angehören, die den Ton der Stimmbänder zum 607 
Gnmdton hat. Anf diese Weise entstehen die Vokale. Ein auf- 
merksames Ohr hört leicht beim üebergange Yon u durch ü 
zu i eine Reihe leiser harmonischer Nebentöne, welche vom 
zweigestrichenen c bis zum fünfgestrichenen c fortschreiten 
können, und welche man bei denselben Mundstellungen auch 
für sich hervorbringen kann. Beim Vokale a klingt eine 
ganze Reihe der harmonischen Nebentöne mit, welche das 
Ohr in der Regel noch bis zur vierten Oktave vom Grundtone 
aus wahrnehmen kann, so dass also bei dem a ein voller 
Akkord von Nebentönen mitklingt Hierdurch ist zugleich 
der Uebergang von a durch o zu u, sowie der von a durch e 
zu iy oder durch ö zu ü erklärt." 

Diese Stelle in meinem Programm, in welcher unter der Reihe 
der harmonischen Nebentöne die jetzt in der Regel als Obertöne oder 
Partialtöne bezeichneten Töne verstanden sind, ist, obwohl sie eine 
vollständige Theorie der Vokaltöne, an der es bis jetzt noch fehlte, in 
sich schliesst, gänzlich unbeachtet geblieben. 

Fünf Jahre später trat Hr. Helmholtz (Gelehrte Anzeigen d. k. 
bayr. Akad. der Wiss. 18. Juni 1859) mit einer Reihe wichtiger Ver- 
suche über Vokaltöne hervor, in denen er theUs gegebene Vokaltöne 
in ihre einfachen Elemente aufzulösen versuchte, theils einfache Töne 
zusammensetzte, um aus ihnen Vokale zu bilden. Doch waren die 
Versuche nicht zahlreich und schlagend genug, um daraus auch nur 
annähernd eine Theorie der Vokaltöne ableiten zu können. Diese Ver- 
suche hat er dann in seinem berühmten Werke „Die Lehre von den 
Tonempfindungen, Braunschweig 1863'^ zum Theü ergänzt, ohne jedoch 
auch hieraus eine wirkliche Theorie der Vokaltöne ableiten zu können. 

Als Resultat seiner Beobachtungen giebt Helmholtz an, dass in 
der Reihe der Vokale u, o, a nur je ein charakteristischer, das heisst 
si&rker als alle übrigen f hervortretender Partialton sich vernehmen 608 
lasse, der von f bis b^ (zweigestrichenes b) oder bei hellerer Aus- 
sprache des a bis d^ aufsteige. Bei den übrigen Vokalen treten nach 
ihm zwei charakteristische Töne hervor, welche beim i das grösste 
Intervall (von f bis d^ von beinahe vier Oktaven mit einander bilden. 

Der uebergang von einem Vokale der Reihe u, o, a nach i hin 
muss also nach ihm in der Art stattfinden, dass der eine charakteri- 
stische Ton jener Reihe sich in zwei solche Töne spaltet, deren Diver- 
genz immer grösser wird, je mehr sich bei diesem üebergange der 
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Vokal dem i nähert. Aber in welcher Weise diese Spaltung stattfindet 
und sich bei yerschiedenen ärundtönen gestaltet, ist aus seinen Beob- 
achtungen weder zu schliessen noch auch zu errathen, und es bleibt 
daher die Theorie lückenhaft. 

Aber noch mehr, die ganze Grundlage, auf welcher dieser Bau 
der Yokaltöne yon Helmholtz aufgefCLhrt wird, ist fehlerhaft und tritt 
mit anderen Behauptungen desselben in Widerspruch. So zum Beispiel 
sagt Helmholtz p. 165 seiner Lehre von den Tonempfindungen, dass 
bei den Elangen des menschlichen Kehlkopfes wohl die Obertöne ihrer 
Stärke nach mit steigender Höhe kontinuirlich abnehmen würden, wenn 
wir sie ohne Resonanz der Mundhöhle beobachten könnten; und fAgt 
hinzu, dass die Obertöne dieser Annahme ziemlich gut bei denjenigen 
Vokalen entsprechen, welche mit trichterförmiger, weit geöffiaeter Mund- 
höhle gesprochen werden, nämlich beim scharfen A oder Ä. Dies 
muss namentlich für das A gelten, da beim Ä schon eine Verengerung 
der Mundhöhlung eintritt. Ja, wir können sagen, dass mit dieser freien 
Entfaltimg der durch die Schwingungen der Stinmibänder erzeugten 
Obertöne das A seinem Wesen nach charakterisirt isi 

Ebenso irrig wie die obige Auffassung des Vokales a ist die An- 
sicht, dass zur Erzeugung des ü oder i ausser dem höheren charakte- 
ristischen Oberton noch ein zweiter tieferer erforderlich sei. Im Gegen- 
theile klingen ü und i um so schöner und reiner, je mehr dieser tiefere 
009 Ton schwindet, welcher dem sausenden Geräusche, f welches sich leicht 
den stark gesungenen Tönen beimischt und dieselben rauh und unschön 
macht, seinen Ursprung verdankt. 

Es würden sich alle solche Differenzen in der Beurtheilung yon 
Klängen und Geräuschen auf's leichteste ausgleichen lassen, wenn wir 
für die Zerlegung derselben in ihre einfEM^hen Töne (mit pendelartigen 
Schwingungen) einen so zuverlässigen Apparat besässen, wie uns das 
Prisma oder das Interferenzgitter für die Zerlegung der Gesichtsein- 
drücke liefert. Denn auch die Resonatoren leisten dies bis jetzt nur 
in höchst unvollkommener und, wie ich unten zeigen werde, wenig 
zuverlässiger Weise. Dagegen zeigt das menschliche Ohr eine ausser- 
ordentliche Fähigkeit, diese einfachen Töne zu empfinden, und bei 
einiger, richtig geleiteter Uebimg auch deutlich von einander zu unter- 
scheiden. Ja es übertrifft in dieser Beziehung, wenn nicht ein zu 
grosses Gewirr von Tönen au&ulösen ist, an Zuverlässigkeit bis jetzt 
alle künstlichen Hülf sapparate, und ich gründe daher meine Theorie 
vorzugsweise auf die unmittelbare Wahrnehmung durch das Ohr. Diese 
Wahrnehmungen sind aber keineswegs bloss subjektive, sondern lassen 
sich ohne Hülfsapparate einer ganzen Zuhörerschaft objektiv darstellen. 



Digitized by 



Google 



Irrih&ner bei Hehnholtz. Das Ohr ist znr Zeit d. zuverlässigste Hülfsmittel. 225 

Hierbei darf ich jedoch eine Schwierigkeit nicht unerwähnt lassen. 
Wir Deutsche sind gewohnt^ die gesungenen und gesprochenen Vokale 
mit einem hauchenden Geräusche zu begleiten^ welches dadurch entr 
steht; dass wir durch die Stimmritze mehr Luft hindurchgehen lassen, 
als zu den stärkeren oder schwächeren Schwingungen der Stimmbänder 
erforderlich ist. Dadurch bekommt der Vokal etwas rauhes, sausendes, 
was den reinen Eindruck desselben stört und Gesang und Rede beson- 
ders in einiger Entfernung undeutlich macht. Es ist unter uns Deut- 
schen selten jemand, der diesen Fehler nicht von yomherein an sich 
trüge; und die Gesanglehrer haben zur Beseitigung desselben meist 
eine mühsame und andauernde Thätigkeit nöthig. Es ist dies sausende 
Geräusch in gewisser Weise der Friction eines Maschinenwerkes zu 
yergleichen, welche die Kraft der f Maschine hemmt imd zugleich ihre 610 
Theile schneller aufreibt Am meisten ist man bei Ueberanstrengung 
der Stimme, oder in afFektvoUer Bede zu solchem störenden Hauchen 
oder Blasen geneigt, kann sich aber auch in ruhigem Gesänge oder 
feierlicher Bede schwer davon frei halten, wenn man nicht sich die 
Aufgabe gestellt hat, die Stimme davon zu reinigen. 

Ich beschränke mich in der folgenden Darstellung streng auf die 
akustische Seite, und verweise in Bezug auf die physiologische Seite 
der Sprachlaute auf das treffliche Buch von E. Sievers „Ghrundzüge 
der Lautphysiologie, Leipzig 1876'^, welches durchweg auf eigenen 
Beobachtungen beruht, aber auch die Beobachtungen anderer in ge- 
bührender Weise berücksichtigt und der Prüfting unterzieht 

§ 1. Die Vokale der Beihe u, ü, i. 

Unter allen Vokalen sind die der Beihe u, ü, i am leichtesten 
akustisch festzustellen. Sie sind zugleich in ausgezeichnetem Maasse 
geeignet, das Ohr für das Wahrnehmen der bei diesen Vokalen mit- 
klingenden Obertöne zu üben. Und es ist daher anzurathen, dass man 
nicht eher zur Untersuchung anderer Vokale übergeht, als bis man 
mit grösster Leichtigkeit die Obertöne dieser Vokalreihe wahrzunehmen 
gelernt hat 

Schon die einfachen Töne, wie sie durch Stimmgabeln, welche vor 
gleichgestimmten bauchigen Gläsern schwingen, oder auch durch blosses 
Anblasen solcher bauchigen Gläser hervoi^ebracht werden, zeigen aufisi 
entschiedenste den Charakter dieser Beihe, nämlich die tieferen Töne 
bis etwa zu c^ (dem dreigestrichen c) hinauf den Charakter eines in 
der Tiefe dumpfen, dann immer heller werdenden, zuletzt dem ü sich 
nähernden u, von c^ bis etwa zu e^ den Charakter des ü, von da ab 
bis zu beliebiger Höhe den des i. Denselben Charakter zeigen höchst 

Orftismann, Werke. IL S. 15 
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deutlich die Töne, welche man durch Pfeifen mit dem Munde hervor- 
bringen kann, und welche bei geschickten Pfeifern von a^ bis a^ gehen 

611 und nach der Reihe den Charakter des u, ü und erst in höchster Höhe 
den des i zeigen. 

Höher hinauf gelingt es selten mehr, yoUkommene Pfeif töne hervor- 
zubiingen; es entstehen dort Geräusche, die sich aber um sehr hohe, 
leicht erkennbare Töne bis c^ und höher hinauf gruppiren und den 
Charakter des i geben. Flüstert man die Vokale dieser Reihe u, ü, i, 
so entstehen Geräusche, die den entsprechenden Pfeiftönen sehr nahe 
liegen. Es besteht jeder dieser geflüsterten Vokale aus einer Reihe 
sehr nahe aneinanderliegender unharmonischer Töne, deren mittlere 
Tonhöhe sich ziemlich genau angeben lasst und jenem Pfeiftone ent- 
spricht. Oft geht bei enei^chem Flüstern dieser Vokalreihe unwill- 
kürlich das Geräusch in den entsprechenden Pfeifton über. 

Hält man genau die Mundstellimg fest, bei welcher beim Hindurch- 
blasen der Luft ein bestimmter Pfeifton, zum Beispiel c^ (eingestrichen c) 
entstehen würde, und hält, statt die Luft hindurchzublasen, eine mit 
jenem Pfeiftone gleich hohe Stimmgabel dicht vor die Mundöffiiung, 
so erklingt jener Ton sehr stark und deutlich, ganz in derselben Weise^ 
als wenn man die Gabel vor die Oeffnung einer gleichgestimmten, 
bauchigen Flasche halt. 

Ganz der entsprechende Vorgang findet nun aber bei der Vokal- 
bildung dieser Reihe statt. Denn die Stimmbänder erzeugen bei der 
Tonbildung ähnlich den Saiten eines Klaviers oder der Zunge einer 
Pfeife ausser dem am stärksten erklingenden Grundtone eine Reihe yon 
Obertönen, deren Schwingungszahlen Mehrfache von der Schwingungs- 
zahl des Grundtones sind. Man nennt diese sämmtlichen Töne, den 
Grnmdton eingeschlossen, die Partialtöne des zusammengesetzten Klanges. 
Diese Partialtöne sind zum Beispiel für den Grundton c (klein c) 
folgende: 

C C^ g^ C^ 6j ^, 62 ^ ^ «5 ^ 9z ^ \ K C4, ^4 ^4 <^«4 «4 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

u \ ü I 

f^ X X g^gis^... 

21 22 23 24 25 . . . 

i 

612 wo die darunter gesetzten Zahlen angeben, wie viel Schwingungen 
diese Töne machen, während der Grundton eine Schwingung vollendet^ 
und wo die Töne, die hier mit x bezeichnet sind, keinen Tönen unserer 
Tonleiter entsprechen. 

Singt man nun den Ton klein c, also den Ton, welcher beim Bass- 
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Schlüssel in dem zweiten Zwischenianm geschrieben wird, und macht 
dazu die Mnndstellmig, mit welcher man den Ton q pfeifen würde, so 
wird von den Obertönen, die die Stimmbänder ausser dem Grundtone 
erklingen lassen, der Ton c^ bedeutend verstärkt, während die übrigen 
Obertöne feist ganz erlöschen. Der Tokalische Klang, den man dabei 
yemimmt, ist ganz der eines schönen dunkeln u. Gfanz das entspre- 
chende geschieht, wenn man die Mundstellung so einrichtet, wie sie 
bei dem Pfeifen eines der folgenden Partialtöne stattfinden würde, 
wobei der Vokalklang allmählich die verschiedenen Abstufungen des 
u, ü, i durchläuft. Es ist sehr zweckmässig und fOr die Ausbildung 
der Fähigkeit, die bei den Vokalklängen hervortretenden Partialtöne 
als solche zu vernehmen, durchaus nothwendig, diese Versuche voll- 
ständig und nöthigenfalls wiederholt vorzunehmen. 

Man sieht aus der vorigen Tabelle, dass man auf diese Weise 
sieben Abstufungen des ti, zwölf Abstufungen des ü und von da ab 
Abstufungen des i in fast unbegrenzter Anzahl erhält, von denen aber 
in der Tabelle nur fünf vermerkt sind, und die sich auch nur wenig 
von einander unterscheiden. 

Jetzt lasse man umgekehrt auf demselben Grundton c in möglichst 
allmählichem XJebergange die Reihe der verschiedenen Abstufungen des 
u und ü erklingen, so wird man mit grösster Deutlichkeit die Reihe 
der Partialtöne, wenigstens bis zum 16. Partialtöne hin wahrnehmen, 
und nur die unharmonischen beiden oben mit x bezeichneten Partial- 
töne wird man schwerer vernehmen. Ebenso wird man beim umge- 
kehrten Vokalübergange die Partialtöne in umgekehrter Ordnung ver- 
nehmen. Man wird so die volle Ueberzeugung gewinnen, dass nur 
diese Partialtöne es sind, welche den Charakter der Vokale dieser 
ganzen Reihe f bedingen. 613 

Nimmt man beim Singen des Ghnindtons c eine Mundstellung an, 
bei welcher ein Pfeifton erklingen würde, der nicht zu den Obertönen 
von c gehört, so vernimmt man, obwohl schwächer, die beiden benach- 
barten Partialtöne. Lässt man zum Beispiel die Mundstellung all- 
mählich von derjenigen, in welcher der Pfeifton c^ erklingen würde, in 
die zu dem Pfeifton g^ gehörige Mundstellung übergehen, so erklingen 
bei dem Grundton c diese beiden Partialtöne und zwar zunächst g^ 
sehr leise, dann immer stärker, während die Tonsifirke von c^ all- 
mählich abnimmt und zuletzt fast Null wird. In der mittleren Mund- 
stellung erklingen beide Partialtöne c^ und g^ gleich stark, aber beide 
sehr viel leiser, als wenn die Mundstellung auf den einen oder anderen 
Partialton eingerichtet ist. Dabei verändert sich der Charakter des 
Vokales ein klein wenig, indem er sich, obwohl fast unmerklich, dem 

lö* 
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eines äusserst weichen o nähert. Ich nenne nämlich einen YokaUdang 
einen weichen^ wenn die mitklingenden Partialtone sehr leise sind. 
Ebenso nahem sich die Abstnfangen des ü bei einer Mnndstellnng^ die 
einem mittleren^ nicht zu den Partialtönen gehörigen Pfeiftone ent- 
spricht^ einem sehr weichen ö^ obwohl noch unmerklicher als dort die 
u-Elänge sich dem o näherten. 

Nimmt man nun statt des c einen anderen Ghrundton, so verändert 
sich zwar die Reihe der Partialtone, aber der Charakter der Vokale 
der Reihe ti, ü, i bleibt an die absolute Höhe der Partialtone gebunden 
in der Art, dass auch hier die einzelnen Partialtone bis etwa zu c^ 
hinauf den Charakter des u liefern, von da bis etwa zu e^ den des ü^ 
von da ab den des i, wobei es gleichgültig ist, der wievielste Partialton 
vom Gnmdtone aus der Vokal-bestimmende Ton ist. 

Nimmt man zum Beispiel c^ statt e als Ghrundton, so erhöhen sich 
alle Partialtone um eine Oktave, also wird dann der vierte Partialton 
schon ^3 (statt c^ der obigen Tabelle) und wird schon hier die Gfrenze 
des u erreicht, und der zehnte Partialton wird e^ (statt e^ der Tabelle), 
614 also wird schon hier die Grenze des ü erreicht, f und die folgenden 
Partialtone geben schon den Charakter des t. 

Es ist dies namentlich hervorzuheben im Gegensatze gegen die 
Darstellung von Quanten*), welcher den in Bezug auf die hier be- 
trachtete Vokalreihe ti, ü, i ganz irrigen Satz aufstellt: „Je tiefer der 
Grundton, desto tiefer, je höher der Grundton, desto höher ist der 
charakteristische Ton.'' 

§ 2. Der Vokal a. 

Beim Aussprechen oder Singen des Vokals a wird die Mundhöhle 
weit geöffiiet und zwar so, dass weder die Zunge noch die Lippen den 
Raum der Höhlung verengen. Es wird dadurch bewirkt, dass die 
durch die Schwingungen der Stimmbänder hervorgebrachten Partialtone 
sich ungehemmt entfalten können (vgl. Helmholtz, Tonempfindungen 
p. 165). Schon hiemach muss man vermuthen, dass der eigenthüm- 
liche Charakter des a die möglichst gleichförmige Ausbildung der 
harmonischen Obertöne ist. 

Eine nähere Prüfung, die besonders durch den allmählichen lieber- 
gang des u durch o, a^ zu a und den umgekehrten bewirkt werden 
kann, ergiebt, dass beim Vokale a die Obertöne bis zum achten oder 
bei hellerer Aussprache auch wohl bis zum zehnten Partialton hin in 
fast gleicher Stärke ertönen und somit ein voller Accord, zum Beispiel 



*) Poggendorffs Annalen GLIY, p. 291. 
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§ 1—3. Die Vokale der Reihe u, ü, i. Der Vokal o. 229 

über klein c der Accord e c^ g^ c^ ^ 9t h ^ (^ %) erklingt. Läset 
man also über dem Ghrandtone c die Reihe der Vokale von u durch o 
und «0 zu a ertönen, so treten zu dem Obertone c^ nach und nach die 
Obertöne g^, c^ u. s. w. bis c, (oder e^) hinzu, ohne dass die tieferen 
Obertöne verschwinden, während bei dem umgekehrten Uebergange nach 
und nach die höheren Töne des Accordes erlöschen, und zuletzt nur 
der Oberton c^ übrig bleibt. 

Es besitzt also der Vokal a keinen charakteristischen, die anderen 
überwiegenden Oberton, sondern für ihn ist die ganze Reihe der Ober- 
töne bis zur dritten Oktave des Gmndtons charakteristisch, und in 
diesem Sinne gilt für f diesen Vokal das von Quanten (siehe vorhin) 616 
angeführte, für die XJebergangsreihe u, ü, i irrige Gesetz, dass, je 
höher der Grundton ist, desto höher auch die mitklingenden Ober- 
töne werden. 

Aber bei keinem Vokale tritt mehr die subjektive Eigenthümlichkeit 
des Sängers, oder seine ungleiche Disposition f&r reinen Gesang, oder die 
ungleiche Schöuheit des Klanges bei verschiedener Höhe des von ihm 
gesungenen Tones hervor als bei dem Vokale a. Denn jeder Schleim- 
ansatz an den Stimmbändern, jeder sich nebenbei drängende Hauch 
stört die gleichmässige Entwickelung der Obertöne, und in verschie- 
dener Tonhöhe ist die Fähigkeit der mehr oder weniger gespannten 
Stimmbänder, die harmonischen Obertöne rein und voll ertönen zu 
lassen, eine ungleiche und der Sänger muss hier vielfach nachhelfen. 
Für das vollkommenste und wohltönendste a halte ich das, bei welchem 
die Obertöne bis zum achten Partialtone hin in gleicher Stärke, aber 
gegen den Grundton doch nur leise erklingen, und ich werde dieses a 
bei den folgenden Untersuchungen zu Grund« legen. 

§ 3. Die übrigen Vokalev Ableitung derselben ans drei 
Grundvokalen. 

Alle übrigen Vokale, ausser den in § 1 und 2 behandelten, lassen 
sich aus diesen durch Uebergange ableiten, also durch den Uebergang 
eines Vokales der Reihe u^ ü, i in a oder umgekehrt. Um die Stelle 
zu fixiren, die ein Vokal bei solchem Uebergange einnimmt, wird man 
sich der Zahlenverhältnisse bedienen müssen. Zu dem Ende suche ich 
zuerst den Uebergang von einfachen Tönen von ungleicher Höhe durch 
ein Zahlenverhältniss darzustellen. 

An den einfachen Tönen kann man nur ihre Tonhöhe und ihre 
Tonstärke unterscheiden. 

Wenn zwei einfache Töne l und m gleiche Tonhöhe haben, aber 
beliebige Tonstärken, so nenne ich nach meiner Ausdehnungslehre von 
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1862, Nr. 2 {ges. Werke I, 2, S. 11}, beide einander kongruent und 
bezeichne dies durcb l^m. Wenn nun irgend eine Tonsförke als 
616 Einheit zu f Qrunde gelegt wird, und von zwei kongruenten Tonen { 
und m der erstere die Tonstarke 1, der zweite die durch eine Zahl 
ausgedrückte Tonstärke x hat, so setze ich m »» xl, und also xl ^ l. 

Um die Tonhöhe zu fixiren, lege ich als Einheit der Intenralle 
etwa den halben Ton gleichschwebender Temperatur zu Grunde und 
bezeichne ein Intervall durch die Zahl t, wenn es i solcher halber Töue 
enthält. Danach ist also zum Beispiel die Oktave =12, die Quinte 
gleichschwebender Temperatur =7 u. s. w. 

Jetzt seien l und m zwei Töne von ungleicher Höhe, aber gleicher 
Tonstarke, die ich = 1 setze. Es sei l der tiefere Ton und das Inter- 
vall zwischen beiden », so setze ich m = 2 -|- «. EUeraus lässt sich 
alles ableiten. Es seien Z, m, n drei Töne von der Tonstärke 1 und 
n^xl -\- ym, so erhält man, wenn m=^l -\- i ist, 



n = x? + y (Z + *) = (a; + y) Z + yi = Z + 



y 



«+y 



das heisst das Intervall von Z zu n ist —7— i. Man sieht, dass die Be- 

x+y ' 

Ziehung genau dieselbe ist, wie die zwischen zwei Punkten l, m einer 
geraden Linie und ihrem Schwerpunkte n, wenn x und y die Gewichte 
der Punkte l und m sind. 

Nach diesem Princip kann man nun auch die über demselben 
Grundtone gesungenen Vokale zusammensetzen, zuerst die Vokale der 
Reihe u, ü, i. Es sei zum Beispiel irgendeine Abstufung der u-Vokale, 
etwa die, bei welcher q der charakteristische Ton ist, mit 17, und irgend 
eine Abstufimg der i-Vokale, etwa die, bei welcher c^ der charakteristi- 
sche Ton ist, mit I bezeichnet, so ist das Intervall zwischen beiden 
4.12 = 48. Dann wird man denjenigen Vokal ^rcD'-f-yJ setzen 
können, bei welchem der charakteristische Ton ^e xc^ -f- yc^ ist, zum 
Beispiel wird derjenige Vokal ^ CT + J gesetzt werden können, bei 
welchem der charakteristische Ton ^(\-\- c^y das heisst welcher um 
das Intervall — t~ ^} ^^^ 1^^^ ^^^^ ^^ halbe Töne höher liegt als c^, 

das heisst den Vokal mit dem charakteristischen Tone c,. Ebenso 
wird derjenige Vokal 112U -{-21 gesetzt werden können, welcher um 
617 das Intervall | 48, also um 32 f halbe Töne höher liegt als q, das 
heisst der Ton ^3. Kommt dieser nicht unter den Partialtönen des 
gesungenen Grundtones vor, so haben wir schon in § 1 gesehen, wie 
er durch die zwei benachbarten Partialtöne ersetzt wird. 

Gtmz nach demselben Princip werden wir nun auch, wenn A den- 
jenigen Vokal a bezeichnet, bei welchem die Obertöne bis zum achten 
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Partialtone hin in gleicher Stärke erklingen^ denjenigen Vokal^ der 
^xU'\' yI-\- 0Ä ist, genau bestimmen können. Es sei zuerst P der 
Vokal ^ xU -^ yly oder auf die Tonstärke 1 gebracht 

j,_xU±yI 

Nun sei A^ irgendeiner der in Ä enthaltenen Partialtone, so wird 

xü + yI+zÄ, = {X'\'y)P + zÄ,, 

der hierdurch erhaltene Ton liegt also nach dem obigen um — j- — -j— i^ 

hoher als P, wenn i^ das Intervall yon P zu -4^ ist. Der Vokal 

xU-\- yl -{- zA enthalt also die Obertöne, die von P um die Intervalle 

s . s . 
— i — i. , — i j — 1^, u. s. w. 

x + y + z^^ x + y + z^^ 

abweichen, vorausgesetzt, dass i^, ^, ... die Intervalle zwischen P und 
den IQ Ä enthaltenen Obertonen A^, A^, , . . siad. 

Ich wähle bestimmte Beispiele. Ich definire den Vokal als 
U-\- Af das heisst, die Obertöne von liegen von dem charakteristi- 
schen Tone des U, also von q halb so weit entfernt als die Obertöne 
von A. Ist zum Beispiel c der Grundton, so enthält A die Obertöne 
von c^ bis Cj, also die Obertöne von c^ bis c^, also c^, g^, c^, wo 
^1 statt der nicht zu den Partialtönen von c gehörigen Töne eintritt, 
welche nach obiger Gleichung hervortreten müssten. Aehnlich kami 
man den Vokal Ö als in der Mitte zwischen Ü und A liegend an- 
nehmen, und £^ als in der Mitte zwischen / und A liegend. Man 
kann hiemach, wenn man {7, 7, A oder irgend drei andere Vokale, 
von denen einer nicht als zwischen den anderen beiden liegend er- 
scheint, durch drei Punkte einer Ebene darstellt, jeden anderen Vokal 
durch einen genau bestimmten Punkt dieser Ebene darstellen. 

Ich habe die Obertöne der Einfachheit wegen als f gleich stark 618 
angenommen; diese Annahme ist an sich nicht nothwendig, da die 
obige Darstellung auch die Principien enthält, nach denen man auch 
in demjenigen Falle verfahren muss, wo diese Bedingung nicht erfüllt 
ist. Genauere Versuche müssen erst über die relative Stärke der Ober- 
töne entscheiden, ebenso über die Spaltung der Obertöne, wenn sie 
nicht zu den Partialtönen des gesungenen Grundtones gehören. Die 
Theorie ist also als solche noch nicht vollkommen abgeschlossen. 

§ 4. G^BOhärfte Vokale und Diphthongen im Deutschen. 
Wir unterscheiden im Deutschen unter den langen Vokalen nur 
a, e, i, 0, u, ä, ö, ü, von denen aber ä mehr etymologisch als phone- 
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tiBch von dem e^ namentlich in solchen Worten, wie geben und nehmen, 
yerschieden ist. 

Aber anders verhalt es sich mit den korzen Vokalen. Wenn 
nämlich auf den Vokal zwei Konsonanten, namentlich zwei gleiche 
Konsonanten (11, mm u. s. w.) folgen, so ändern alle Vokale ausser a 
ihren Charakter, indem sie nämlich dem a um eine Stufe naher rücken. 
Wir nennen diese Vokale geschärfte. Die Vokale in ;,stumm, dünn, 
still^', haben den Charakter eines etwas zugespitzten o, o, e; femer die 
Vokale in „voll, völlig, hell'^, haben durchaus nicht mehr den Charakter 
des o, ö, e, sondern den einer Mittelstufe zwischen diesen Vokalen und 
dem a, abo den Charakter a^, %y ä, und zwar eines ä, wie wir es als 
langen Vokal gar nicht kennen, und wir müssen daher auch diese Vokale 
als Vokale der deutschen Sprache festhalten, was für die Erkenntniss 
der Diphthongen wesentlich ist. 

Wir haben in der jetzigen deutschen Sprache nur drei Diphthongen, 
die ich mit oi, oti, aü bezeichne, und von denen wir den ersten ai 
und ei, den letzten äu und eu schreiben, ohne irgend einen phoneti- 
schen Unterschied dadurch zu bezeichnen. Beim Gesänge werden diese 
Diphthongen fast in ihrer ganzen Dauer als a gesungen, und erst ganz 
am Schlüsse der üebergang in den letzten Laut des Diphthongen be- 
619 wirkt, also von a durch f ä, e zu i, oder durch a^^ o za Uy oder 
durch Üq, ö zu ü. Dagegen lassen wir beim Sprechen, wenigstens 
in Norddeutschland, das a fort und sprechen (m^== a^ — o — w, 
aü = ä(, — ö — w, ai^^ ä — e — i. 

§ 5. Halbvokale. 

Die Halbvokale schliessen sich aufs engste an die Vokale an, ja 
können in dieselben übergehen. Bei ihnen tritt, wie bei den Vokalen, 
kein Geräusch hervor, sondern nur der Grundton mit seinen Obertonen, 
sodass man mit jedem derselben, ohne einen Vokal zu Hülfe zu nehmen, 
ebenso deutlich eine Melodie singen kann wie mit den Vokalen. Ihr 
wesentlicher Unterschied von den Vokalen besteht nur dann, dass der 
Grundton schwächer ist als dort^ wogegen die Obertone kräftig hervor- 
treten. Es gehören dahin die Nasale m, n, ng^ femer l und r und 
endlich j und t;, wenn sie vokalisch gesprochen werden. Ich will die 
letzteren, um sie von den unten zu behandelnden Bauschlauten j und v 
zu unterscheiden, nach dem Vorgange von Sievers (Lautphysiologie 
p. 89) mit iy u bezeichnen. Der Grundton aller dieser Halbvokale 
verschwindet nur beim Flüstern. 

Bei den Nasalen wird der Stimmton durch die Nase gelenkt, 
während die Mundhöhle nur als Besonanzraum wirkt. Der Verschluss 
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des Mundes wird beim m durch die Lippen, beim n durch die Zungen- 
spitze und bei ng (in singen, sengen, hangen, Zunge, Junge, Sprünge 
u. s. w.) durch den mittleren oder hinteren Theil der Zunge bewirkt 

Bei dem letzteren findet die grosste Mannichfaltigkeit statt, je 
nach dem Theile der Zunge, der den Abschluss bewirkt, und je nach 
der Gestalt^ die man der Mundhohle giebi Wird der Abschluss durch 
den untersten Theil der Hinterzunge bewirkt, so werden, wenn nian 
der Mundhohle die bei a, üq, o eintretenden (Gestalten giebt, durch 
Resonanz der Mundhohle die bei jener Yokabeihe a, a^, o erklingenden 
Obertone mit ausserordentlicher Deutlichkeit und Starke hervorgebracht. 
Lasst man den Verschluss f nach und nach mehr nach vorne bis nahe 620 
zur Zungenspitze vordringen, so wird der Grundton mehr gedämpft, 
aber auch die Obertöne werden etwas schwächer, es treten dabei je 
nach der Form der Mundhöhle die Obertöne der Reihen ä bb e, 
Üq bis ö, endlich, wenn der Verschluss durch die Zungenspitze bewirkt 
wird, die Obertöne des i hervor. Beim Verschluss durch die Lippen 
lassen sich die Obertöne des u und ü vernehmen. 

Die nasalirten Vokale, wie sie in den slavischen und lettischen 
Sprachen und zum Theil im Französischen vorkommen, entstehen, 
wenn der Verschluss der Mundhöhle ein unvollkommener ist, so dass 
ein Theil des Stimmtones durch die Nase, ein anderer durch den Mund 
geht. Sie bilden den Uebergang zu den eigentlichen Vokalen. 

Bei l und r wird der Ghnmdton, so wie die tieferen Obertöne 
durch die vorgelegte Zunge gedämpft, indem alle Töne ihren Weg um 
die Zungenränder herum nehmen müssen. Namentlich wird beim l die 
Zungenspitze gegen den (Räumen gedrückt und die höheren Obertönei 
so wie der gedämpfte Orundton nehmen ihren Weg zu beiden Seiten 
der Zunge. Der Klang wird je nach der Biegung und Stellung der 
Zunge und je nach der Form der Mundhöhle ein sehr verschiedener; 
es treten dabei die Obertöne des ö^, ä, ö, e oft mit schmetternder 
Deutlichkeit hervor. 

Das r unterscheidet sich vom l dadurch, dass statt des Andrückens 
der Zungenspitze an den Gaumen nur eine grosse Annäherung statt- 
findet, so dass ein Theil' des Klanges auch über die Zungenspitze hin- 
weg gelangen kann. So treten beim r dieselben, aber nicht so stark 
ausgeprägten Gegensätze wie beim l hervor. Doch machte sich der 
Charakter des r nur deutlich geltend bei dem üebergange zum Vokal 
und daher, wenn es dauernd ertönen soll, beim erzitternden Schwingen 
der Zungenspitze, wobei ein fortdauernder Wechsel zwischen dem 
Klange jenes ersten r und dem entsprechenden Vokale stattfindet. 

Das schnarrende r, welches durch Erzitterung der Hinterzunge 
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621 hervorgebracht wird und in neuerer Zeit unter den f Gebildeten Nord- 
deutschlands sehr um sich gegriffen hat, wird von einem starken, die 
Deutlichkeit der Sprache beeinträchtigenden Geräusche begleitet und 
ist daher nicht mehr den Halbvokalen zuzuzählen und überhaupt als 
ein Fehler in der Aussprache zu bezeichnen. Beide r und l entwickeln 
sich durch siSrkeres Hervorheben des Grundtones in manchen Sprachen, 
wie im Sanskrit, zu selbstsländigen, das heisst Silben bildenden Vokalen. 

Die Halbvokale i und u unterscheiden sich von j und i; durch 
das Fehlen des Geräusches, von % und u durch die Schwäche des 
Grundtones. Das englische w stellt seiner Aussprache nach den Halb- 
vokal tf, imd der Laut, der zum Beispiel im englischen fAse dem u-Yokale 
vorhergeht, den Halbvokal i getreu dar. Ebenso erscheint der Halb- 
vokal u im Deutschen in der Verbindung qu. Akustisch möglich wäre 
auch der Halbvokal ü, der jedoch nirgends gebräuchlich zu sein scheint. 

§ 6. Oharakteristik der Gtoräusohlaute. 

Alle Konsonanten ausser den Halbvokalen sind durch Geräusche 
charakterisirt. Das Geräusch unterscheidet sich von dem harmonischen 
Zusammenklingen der Töne durch die sehr grosse, oder auch unend- 
liche Menge unharmonischer Töne, aus denen es zusammengesetzt ist. 

Um die Geräusche, wie sie namentlich in den Sprachlauten her- 
vortreten, einigermassen fiziren zu können, unterscheide ich erstens 
solche Geräusche, in denen sich einzelne von der übrigen Masse deaÜich 
gesonderte Töne vernehmen lassen, und solche, in denen die Töne eine 
mehr stetige Reihe bilden. Die enteren treten in den Zischlauten 
hervor, bei denen durch das Zerspringen der kleinen Bläschen der 
Mundfeuchtigkeit zwischen den Zähnen sehr hohe, deutlich vernehm- 
bare Töne hervorgebracht werden, die aber weder unter sich, noch mit 
dem etwa vorhandenen Grundtone in Harmonie stehen, sondern deren 
Höhe vorzugsweise von der zufälligen Grösse der zerspringenden Bläs- 
chen abzuhängen scheint. 

622 Femer unterscheide ich f die Breite des Geräusches. Darunter 
verstehe ich das Intervall, innerhalb dessen die ungefähr gleich starken 
Töne, die das Geräusch bilden, liegen. Ich säge also zum Beispiel, ein 
Geräusch habe die Breite einer Oktave, wenn die (nahe gleich starken) 
Töne, die es bilden, sich innerhalb der Grenzen einer Oktave halten. 

Unter mittlerer Höhe eines Geräusches verstehe ich das Mittel 
aller Töne, die das Geräusch bilden. 

So werden sich die Geräusche durch ihre Breite und Höhe auch 
schon vermittelst des aufmerkenden Ohres wenigstens annäherungsweise 
unterscheiden lassen. Eine genaue Zergliederung eines Geräusches 
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würde freilich die Zerlegung desselben in seine einzelnen Töne und 
die Bestimmung der Stärke dieser Töne erfordern. Aber von der 
Lösnng dieser Aufgabe sind wir bei dem jetzigen Stande unserer 
akustischen Hülfsmittel noch sehr weit entfernt; und es bleibt uns 
gegenwärtig kaum etwas übrige als eine ungefähre Schätzung der Ge- 
räusche nach den oben angegebenen E[ategorien. 

In der Sprache können wir die Geräuschlaute theilen in dauernde 
(Dauerlaute) und momentane (Stosslaute); die ersteren wieder in hauchende 
und zischende^ nnd sie alle wieder in harte und weiche. 

Das Geräusch tritt am deutlichsten hervor bei den harten Dauer- 
lauten. Es hängt seine Breite und Höhe bei den Hauchlauten haupt- 
sächlich von der Stelle ab, an welcher die Verengung gebildet wird, 
durch welche der Hauch hindurchzudringen gezwungen ist, und von 
der damit in Verbindung stehenden Resonanz der Mundhöhle. Da- 
durch ist der Unterschied der GeriLuschlaute nach den Sprachorganen 
bedingt. 

Bei den Zischlauten tritt zu dieser Verengung noch die Verengung, 
die durch Aneinanderschliessen oder Annäherung der Zahnreihen oder 
durch Annäherung einer Zahnreihe an das Sprachoi^an entsteht, hinzu, 
und es mischt sich jenem Hauchgeräusche zugleich das hierdurch be- 
wirkte Zischgeräusch bei. 

Bei den weichen Dauerlauten tritt ausserdem in der Regel, obwohl 
nicht gerade nothwendig, ein durch Schwingung der Stimmbänder er- 
zeugter Grundton hinzu, der diese f Laute den Vokalen nähert und 623 
es ermöglicht, auch mit ihnen eine, freilich von einem sausenden Ge- 
räusche begleitete Melodie mit voller Deutlichkeit vorzutragen. 

Zu den dauernden Geräuschen gehören auch die geflüsterten Vokale , 
und Halbvokale, von denen die ersteren, wie unten gezeigt wird, auch 
beim lanten Sprechen sich unter gewissen Umständen den Konsonanten 
beigesellen. 

§ 7. Die Hauchlaute. 

Ich bezeichne die harten Hauchlaute der Kürze wegen mit ph, th, 
chy Ich und die entsprechenden weichen mit 2»%, dh, gh, h, Sie ermangeln 
alle des zischenden Geräusches, das die im folgenden Paragraphen zu 
behandelnden Zischlaute auszeichnet. 

Unter den harten Hauchen wird ph durch Annäherung der beiden 
Lippen aneinander hervoi^ebracht und unterscheidet sich dadurch von 
dem zischenden Laute /*, bei dem die Unterlippe der oberen Zahnreihe 
genähert wird. Das entstehende Geräusch hat die mittlere Höhe etwa 
des c^y also dem charakteristischen Tone des u entsprechend. 

Das th hat ungefähr den Klang des englischen harten ^, nur dass 
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das zischende öeräuscliy das diesem oft beiwohnt^ fehlt. Das GFeräosch 
scheint hier ein zusammengesetztes zu sein; ich hore^ wenn ich es 
richtig ausspreche^ ein Geräusch von der mittleren Höhe des c^, aber 
vermischt mit viel höheren Tönen, welche den höchsten Zischtönen 
nahe kommen. 

Das ch entsteht durch Herandrängen des mittleren oder hinteren 
Theils der Zunge an den gegenüberstehenden Gtiumen, das kh ebenso 
4urch Herandrangen des untersten Theils der Hinterzunge an den 
gegenüberstehenden Theil der Kehle. Letzteres kann als ein ver- 
stärktes h aufgefMst werden und entspricht dem ch der Schweizer 
und dem <^ der Hebräer. Es zeigt sich hier besonders deuüich, wie 
die Laute ch bis Jch eine ganz stetige Reihe bilden, deren einzelne 
Laute sich akustisch sehr wesentlich unterscheiden. Man erkennt die 
mitüere Tonhöhe dieser Geräusche (des di bis kh) so deutlich, dass 
624 man sogar annähernd eine Melodie durch f diese Geräusche, wenn 
man die Aufmerksamkeit auf ihre mittlere Tonhöhe richtet, hörbar 
machen kann. Diese mittlere Tonhöhe erreicht bei dem ch, wie es in 
„riechen, siech'^ ausgesprochen wird, die Höhe des c^ und kann leicht 
bis zu g^ gesteigert werden, und sinkt bei dem ch in „suchen, Tuch'^ 
bis zu c^ herunter. Geht man zu dem ch, wie wir es in „ach'' sprechen 
und zu dem kh der Schweizer über, so wird das Geräusch, indem sich 
seine mittlere Höhe vertieft, zugleich breiter, so dass es zuletzt die 
Breite des a, das heisst die Breite von zwei Oktaven annimmt. 

Bei den weichen Hauchen, ausser bei %, kann zugleich ein Stimm- 
laut (bei dem die Stimmbänder schwingen) eintreten, im übrigen unter- 
scheiden sie sich von den harten Hauchen nur dadurch, dass die Organe, 
welche die Verengung bewirken, nicht so nahe aneinandertreten, und 
der Hauch nicht so stark hindurchgetrieben wird. Die Geräusche 
werden dadurch viel schwächer und beim h wird es so geringe, dass, 
wenn man versucht, mit ihm einen Stimmton zu verbinden, sogleich 
ein Vokal entsteht. 

Es versteht sich nach dem Obigen von selbst, dass bh durch An- 
näherung der beiden Lippen hervorgebracht wird und ^ich dadurch 
von dem v scheidet, welches durch Annäherung der Unterlippe an die 
obere Zahnreihe entsteht und den Zischlauten zugehört. Das gh ist 
der Laut, den wir im Deutschen mit j bezeichnen. 

§ 8. Die Ziaohlaute. 
Die harten Zischlaute sind /*, s, seh, g. Hier verstehe ich unter s 
das harte s (gewöhnlich fs geschrieben) und unter ^'den im Sanskrit 
üblichen Zischlaut, den man erhalt^ wenn man bei Sprechen des cA die 
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Zahnreüieii aneinanderhält Das f habe ich schon oben (§ 7) als Zisch- 
laut charakterisirt. 

Die weichen Zischlaute, welche jenen harten entsprechen; bezeichne 
ich mit Vy z^ 0, c. Der erstere ist das deutsche w, der zweite das 
weiche Sy wie wir es im Deutschen anlautend vor Vokalen sprechen, 
und das französische sS] mit e bezeichne ich den Laut des f französi-626 
sehen j (in je^ jamais u. s. w.). Der Laut Cy der die Erweichung des g 
ist, ist jetzt kaum noch in einer Sprache nachweisbar. Doch hat 
Ascoli gezeigt, dass er im Sanskrit oder in der indogermanischen 
Ursprache einst vorhanden gewesen sein muss. Auch hier lassen sich 
dem f durch verschiedene Stellung der Zunge verschiedene Modifika- 
tionen mitiheilen, durch die man stetig zu dem vorherbeschriebenen 
Laute c gelangen kann. 

Mit den weichen Zischlauten lasst sich ebenso wie mit den weichen 
Hauchlauten ein Stimmton verbinden. Dieser fehlt bei den harten 
Zischlauten gänzlich; aber dagegen ist das Geräusch so stark, dass 
man sty seht als Interjektionen gebraucht, die weithin hörbar sind. 

§ 9. Die momentanen. Laute (Stosslaute). 

Die Stosslaute entsprechen genau den Hauchlauten, indem an die 
Stelle der Yerengimg der vollkommene Verschluss tritt, und auch die 
Geräusche sind im wesentlichen dieselben, nur dass sie hier von äusserst 
kurzer Dauer, fast momentan sind, und sich daher der akustischen Be- 
obachtung viel mehr entziehen. Das durch sie hervorgebrachte Geräusch 
tritt besonders ein, wenn der folgende Luftstrom oder Ton die bis- 
herige Verschlussstelle durchbricht, viel unvollkommener, wenn der 
Luftstrom oder Ton vorhergeht und durch den plötzlich eintretenden 
Verschluss gehemmt wird. 

Die harten Stosslaute sind pytyk JL und die entsprechenden weichen 
bydyffJ-. Mit dem Zeichen J- drücke ich den Spiritus lenis der Ghriechen 
aus, und mit JL den entsprechenden harten Laut. Auch im Deutschen 
sind diese Laute vorhanden, obwohl wir sie nicht durch die Schrift 
bezeichnen, so zum Beispiel hört man in „verachten^ je nach der 
weicheren oder härteren Aussprache zwischen dem r und a jene Laute 
sehr deutlich. Auch sie sind als Konsonanten au&u&ssen, obwohl wir 
-sie nicht als solche schreiben. Femer ist zu bemerken, dass k und g 
dieselben Lautabstufungen zeigen, wie sie oben bei ch und entsprechend 
bei gh (j) dargestellt sind; f aber auch t und d zeigen viele, akustisch 626 
schwer festzustellende Modifikationen. 

Die Artikulation der Stosslaute ist verschieden je nach ihrer Ver- 
bindung mit anderen Lauten. Am deutlichsten ist dieselbe unmittelbar 
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vor Vokalen oder vor r und l. Hingegen wird die Artikulation un- 
deutlicher am Schlüsse der Wörter und Silben, wo im Deutschen nur 
die harten Stosslaute erscheinen (auch wo sie als weiche geschrieben 
werden), und vor anderen Stosslauten wie in den Verbindungen pty Tct. 
Hier wird nun, um die Eigenthümlichkeit des Stosslautes deutlicher 
hervortreten zu lassen, hinter den Stosslaut ein geflüsterter Vokal 
hinzugefügt, bei uns meist ein geflüstertes ß, bei den Bussen und 
anderen slavischen Völkern theils ein geflüstertes i (oder e), theils ein 
geflüstertes u (oder o), was auch in der Schrift bezeichnet und unter- 
schieden wird. 

Der Unterschied zwischen den harten und weichen Stosslauten 
besteht wesentlich nur in der grösseren oder geringeren Intensität^ mit 
welcher der Verschluss anfgehoben wird, um dem folgenden Laute den 
Durchgang zu verstatten. Man hat irrigerweise die weichen Stosslaute 
als tönende Laute aufgefasst. Niemals bildet sich bei ihnen ein wirk- 
licher Ton aus; denn wenn das wäre, so müsste man zum Beispiel 
mit 2», ohne einen Vokal hinzuzufügen, eine Melodie hervorbringen 
können, was unmöglich ist. Veranlassung zu diesem Irrthum hat ein 
Geräusch gegeben, welches sich unter Umständen mit den weichen 
Stosslauten verbinden kann. Dies Geräusch tritt am deutlichsten her- 
vor, weim man ein Wort, wie im Englischen, mit einem weichen Stoss- 
laute schliesst; alsdann tritt statt des geflüsterten Vokales, der dann 
nach dem harten Stosslaute ertönt, ein eigenthümlicher Laut hervor, 
den man „Blählaut^^ genannt hat. Dies Geräusch des Blählautes tritt 
weder aus dem Munde, noch aus der Nase hervor; beide kann man 
verschliessen, ohne den Laut zu beeinträchtigen. Es entsteht dieser 
Laut, indem die Luft aus der Lunge durch die etwas verengte Stimm- 
ritze in den geschlossenen Mundraum getrieben wird. Er ist für die 
627 Hervorbringung f der weichen Stosslaute überflüssig, ja sogar durch 
seinen unangenehmen Klang störend. 

Endlich sind hier noch die sogenannten Aspiraten des Sanskrit, 
wie es heute gesprochen wird, zu erwähnen. Sie werden in der jetzigem 
indischen Aussprache so ausgesprochen, dass der nach dem Verschlusse 
hervortretende Vokal oder Halbvokal zuerst mit starkem Hauche be- 
gleitet wird. Man hat es also hier nicht mit eigenthümlichen Konso- 
nanten zu thun, sondern mit eigenthümlichen Modifikationen des Vokales. 

Sohlnssbemerkang. 
Ich habe hier versucht, das ganze Gebiet der Sprachlaute nach 
ihrer akustischen Eigenthümlichkeit, wie sie vom Ohre vernommen 
werden, darzulegen. Ich habe mich dabei der einfachsten Mittel be- 
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dienty wie sie jeder, der für Musik empfänglicli ist, ohne Anwendung 
kunstlicher Hülfsapparate in Thätigkeit setzen und der Prüfung unter- 
ziehen kann. 

Eeinesw^ glaube ich damit überall einen definitiven Abschluss 
erzielt zu haben, vielmehr muss vieles nur als ein erster Versuch 
gelten. Die Anwendung zweckmässiger Hülfsapparate, durch die man 
die Klänge und Geräusche zerlegen kann, halte ich keineswegs für 
überflüssig oder geringfügig, sondern ich erkenne sie für die genaue 
Feststellung der Laute geradezu als nothwendig an. Aber bei dem 
Mangel zuverlässiger Hülfsapparate blieb mir nichts anderes übrig, als 
das Ohr unmittelbar zu befragen. Und ein Hauptzweck des gegen- 
wärtigen Aufsatzes ist es, zu solchen genauen, vollkommen objektiven 
Versuchen anzuregen. 

Die Resonatoren können dabei in Ermangelung anderer Apparate 
wesentliche Dienste leisten. Aber sie bedürfen zuvor noch einer ge- 
nauen Prüfung. Ihre Theorie ist, wie die treffliche Arbeit von Grinwis*) 
beweist^ keineswegs abgeschlossen. Daher sind die Resonatoren, die 
man zur Zerlegung der Laute anwenden will, vorher experimentell 
genau zu prüfen. Namentlich ist festzustellen, f inwiefern sie eine 628 
Reihe gegebener, auch ihrer Stärke nach fixirter Töne in ihrem Inten- 
sitätsverhältnisse abändern. Dass sie eine solche Abänderung bewirken, 
ist von vornherein klar, da die Töne, die dem Eigentone des Resonators 
nicht entsprechen, nur geschwächt, aber nicht ausgetilgt werden, und 
dies gilt namentlich von den Tönen, die mit dem Eigentone des Reso- 
nators in Harmonie stehen. 

Diese Verhältnisse müssen erst durch Versuche genau festgestellt 
werden, ehe man sich der Resonatoren zu einer untrüglichen Analyse 
der Laute bedienen kann. Wie trüglich dagegen diese Analyse ohne 
jene Voruntersuchimgen ist, sieht man aus den gewiss mit grosser 
Sorgfalt angesteUten Versuchen von Auerbach^), deren Resultate er 
in seiner Tabelle H***) dargelegt hat. Diese Tabelle steht mit den 
unmittelbar durch das Ohr zu vernehmenden Thatsachen im grellsten 
Widerspruch. Zwar sucht der Verfasser jenes Aufsatzes auf eine sinn- 
reidie Weise diese Tabelle mit den Erfahrungen in grösseren Einklang 
zu bringen, indem er die gefandenen Intensitätszahlen in je zwei 
Faktoren zerlegt und so die Tabellen HI und IV ableitet, durch die 
er zu einfacheren Resultaten zu gelangen sucht. Aber auch dadurch 



*) Poggendorffs Annalen GLX, p. 276. 
**) Poggendorffs Annalen Ergänzungsband Vlil, p. 177. 
***) 1. c. p. 190. 
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ist nichts gewonnen; denn das Ohr zerlegt eben die Intensitäten der 
von ilim wahrgenommenen Töne nicht in solche Faktoren^ sondern 
kann jede Intensität nur als ein Ganzes auffassen. 

Bei den mangelhaften Apparaten^ die mir auf diesem Gebiete zu 
Gebote stehen^ kann ich es nicht unternehmen; die oben angedeutete 
Voruntersuchung der Resonatoren anzustellen und so die Analyse der 
Sprachlaute auf festere objektive Grundlagen aufzubauen. Es wäre 
mir äusserst erwünscht^ wenn dieser Aufsatz zu solchen Untersuchungen 
anregte. 

Ein zweites wichtiges^ ja unentbehrliches Mittel, um das Wesen 
der Sprachlaute und namentlich der Vokale objektiv festzustellen, ist 
629 die von Helmholtz angewandte f Methode, die Klänge aus einfachen 
Tönen zusammenzusetzen und die so erhaltenen Klänge mit den zn 
untersuchenden zu vergleichen. Aber bei der Schwierigkeit, einfache 
Töne, namentlich in den höheren Tonlagen zu erhalten, hat Helmholtz 
dies Verfahren nur in wenigen Kombinationen anwenden können. Es 
wäre sehr schön, wenn man ein Instrument bauen könnte, welches nur 
einfache Töne an^be. Undenkbar ist ein solches keineswegs. Man 
könnte zum Beispiel schwingende Zungen eines Harmoniums anwenden, 
durch angefügte Resonatoren die Obertöne fast ganz austilgen und die 
Hinterwand dieser Resonatoren an einen Resonanzboden fQgen. Man 
würde dadurch bei geschickter Ausfahrung wohl zu einem Instrumente 
gelangen können, welches von Obertönen fast ganz frei wäre, und könnte 
dann durch Koppelung leicht alle Vokale auf demselben hervorbringen. 

Stettin, den 19. Mai 1877. 
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Verzeichniss 

der wichtigsten Stellen, an denen die vorliegende Ausgabe 
von den Originaldrucken abweicht*) 



S. 3, Z. 2 V. u. (Progr. 1867, S. 1, Z. 3 v. u.): Das Wort „Anm." vor 
dem KLeingedruckten steht hier wie auch später im Originale nicht und ist 
Yom Setzer eigenmächtig hinzugeftlgt worden; es wieder beseitigen zu lassen 
erschien aber nicht nöthig. — S. 10, Z. 11 v. u, (7, Z. 1 v. u.): 1713, das 
Jahr des Erscheinens der zweiten Aasgabe, statt 1687. — S. 19, Z. 7 
(14, Z. 2 V. u.): t^ statt ^. — S. 20, Z. 14 (15, Z. 10 v. u.): „geneigte". 
— S. 20, Z. 15 V. u. (15, Z. 3 v. u.): „es sinkt sobald u^ positiv wird". — 
S. 21, Z. 13 y. u. (16, Z. 5 t. u.): fehlen im Original die beiden Minus- 
zeichen. — S. 24,. Z. 2 V. u. (19, Z. 19 v. u.): „w*« t? . -BD". — S. 25, 
Z. 14 V. u. (20, Z. 7): „dessen". — S. 26, Z. 8 (20, Z. 19): PQP und PQ 
statt PQP" und P'Q, — S. 27, Z. 14 v. u. (21, Z. 10 v. u.): „(aus 1) so". — 
S. 29, Z. 13 (23, Z. 5): « statt «*. — S. 29, Z. 2 v. u, (23, Z. 14 v. u.): 
„Hegen" statt „Hegt". — S. 31, Z. 1 (24, Z. 18): ÄBGHstELitÄBHO. — 
S. 31, Z. 9 (24, Z. 24): BC + BD, — S. 32, Z. 11 v. u. (25, Z. 4 v. u.): 
„nach 3 und 13". — S. 33, Z. 5, 7 (26, Z. 9, 10) Z statt Z\ — S. 35, 
Z. 14 V. u. (28, Z. 13): „nach 19". — S. 36, Z. 15 v. u. (29, Z. 7 f.): 
„die Lagen a + ß' haben". — S. 37, Z. 15, 18, 20, 21 (29, Z. 10, 7, 5, 
4 V. u.): yu statt yu^. — S. 37, Z. 14 v. u. (30, Z. 2): „dann" statt 
„denn". — S. 41, Z. 10 (31, Z. 5 v. u.): ^^C^ statt i^Ci. — S. 41, 
Z. 14 V. u. (32, Z. 8): „Pfund = ^ Küometer". — S. 41, Z. 3 v. u. (32, 
Z. 16): 2[{ÄÄi + ÄAjg]. — S. 43, Z. 6 (33, Z. 11): „zu setzen". — 
Die Figuren sind sämmtHch Yon J. Lüroth hinzugefägi 

S. 46, Z. 7 (Math. Ann. Bd. 12, S. 222, Z. 4): „der" statt „des". — 
S. 48, Z. 20, 21 (223, Z. 4 v. u.): a^ statt a», vgl. S. 112; «, Nr. 179. — 
S. 53, Z. 2 V. u. (227, Z. 2 v. u.): „welcher". — S. 55, Z. 2 v. u., 56, Z. 3 
(229, Z. 14, 17): p statt i^i. — S. 56, Z. 3 v. u., 57, Z. 4 (230, Z. 5, 8) 
fehlen im Original Ergänzungsstriche |. — S. 58, Z. 5 (231, Z. If.): „zu- 
rücktreibt". — S. 59, Z. 13 V. u. (232, Z. 9): „nur" statt „nun". — S. 63, 

*) Bei den Abhandlungen über Mechanik sind nur die Abweichungen an- 
ffefOhrt, die nicht schon durch Anmerkungen unter dem Texte angezeigt sind. 
Die erste Seitenzahl bezieht sich immer auf die vorHegende Ausgabe, die in 
Klammem eingeschlossene auf den Originaldruck, dahinter steht, wenn nichts 
anderes bemerkt ist, der Wortlaut der Originalausgabe. Die im Texte gemachten 
Zusätze zum Original werden hier nicht mit aufgeführt, da sie durch EinschHessen 
in geschweifte Klammem ( ) kenntUch gemacht sind. Die Kopfüberschriften der 
voniegenden Ausgabe sind sämmtiich neu. 

Orftaimaikii, W«rke. n. S. 16 
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Z. 6—4 Y. u. (235, Z. 1 — 3) hat das Original verschiedene falsche Vor- 
zeichen, — S. 66, Z. 20 f. (236, Z. 14 v. u.) hat das Original: „und 
d(ae-0 wird aff^'a"". — S. 68, Z. 2 v. u. (237, Z. 4 v. u.) fehlt im 
Original der ErgÄnzungsstrich |. — S. 71, Z. 1 v. u. (239, Z. 1 v. u.): 
y^ = rrl+2[a:|u]. ^ 

S. 120, Z. 1 (Progr. 1839, S. 8, Z. 17 v. u.): 421 statt 421. — 
S. 121, Z. 1 (9, Z. 13): 431 statt 432. — S. 124, Z. 12 v. u. (11, Z. 1 
V. u.): „denn" statt „dann". — S. 131, Z. 12 f. (l6, Z. 16 v. u.): „der 
Aussenträger A oder \ vom Aussenradius betragen". — S. 132, Z. 1 
(16, Z. 4 V. u.): „den in s zusammenstosseüden Kanten". — S. 135, Z. 13 
(18, Z. 8 V. u.): (mi) statt (we^). — S. 135, Z. 10, 9 v. u. (19, Z. 2, 3): 

„nur noch 2 Fl&chenpaare zusammenstossen". — S. 138, Z. 15 y. u. (20, 

I I 

Z. 4 Y. u.) am weitesten rechts steht bbc statt bbc. — S. 139, Z. 10 (21, 

Z. 16 f.): „wenn die angränzenden Flächen in eine Ebene fallen". — 
S. 141, Z. 3 (22, Z. 14. V. u.) steht in dem dritten Buchstabentripel ebb 
statt ebb. — S. 145, Z. 3, 7 (25, Z. 8, 10): „Fig. 11" statt „Fig. 10c". — 
S. 145, Z. 6 V. u. (25, Z. 15 v. u.) hat das Orig.: i? = (b + e):(2e + b-b). 
— Die Figuren sind im Original auf einer besonderen Tafel. Fig. 11 ist 
im Original aus den in Fig. 6 a, 6 b, 6 c gefundenen Stücken konstruirt, 
hier aber (S. 132) sind der üebersichtlichkeit wegen alle Lftngen andert- 
halbmal vergrössert. Fig. 10 c (S. 145) soUte eigentlich aus den in Fig. 10 a 
und 10 b gefundenen Stücken konstruirt sein, doch ist das auch schon in 
der Originalfigur nur mangelhaft ausgeführt. In Fig. 6 c (hier S. 131), hat 
das Original a statt o^. In Fig. 9 b, S. 141 und 142, ist statt des Z des 
Originals aus Versehen n gesetzt worden. 

S. 151, Z. 9 (Pogg. Ann. Bd. 64, 1845, S. 6, Z. 12): „Für diese Lftngs- 
bewegung ergiebt sich". — S. 151, Z. 12 v. u. (6, Z. 12 v. u.): r^da statt 
r^da. — S. 151, Z. 9, 7, 3 v. u. (6, Z. 10, 8, 3 v. u.) hat das Original 
vor jedem der drei Ausdrücke gerade das entgegengesetzte Vorzeichen. — 
S. 152, Z. 3 V. u. (8, Z. 3 v. u.): l statt r. — S. 152, Z. 2 v. u. (8, Z. 2 v. u.): 
„wenn" statt „wo". — S. 153, Z. 4, 3 v. u. (9, Z. 14, 13 v. u.): „nüt dem 
Element der andern in entgegengesetzter". — S. 154, Z. 4 (9, Z. 7 v. u.) 
fehlt im Original das Wörtchen „übt"; in einem der Sonderabdrücke der 
Arbeit ist es, anscheinend yon Grassmanns eigner Hand, hinzugefügt — 
Die Figuren tragen im Original ebenfalls die Nummern 1, 2, 3, befinden 
sich aber auf Tafel I des betreffenden Bandes; hier sind sie sftmmtlich ver- 
grössert In Fig. 2 (S. 151 und 154) ist durch ein Versehen an der wage- 
recht liegenden Geraden der überflüssige Buchstabe a hinzugefügt und an 
der Geraden, die die Scheitel der Winkel a und /3 verbindet, der Buch- 
stabe r weggelassen worden. 

S. 162, Z. 20 V. u. (Pogg. Ann. Bd. 89, 1853, S. 70, Z. 6 v. u.): Bd. 13 
statt Bd. 23. — S. 165, Z. 1 (74, Z. 3): „oder der andere". — S. 170, 
Z. 18 V. u. (80, Z. 6 V. u.): ^\ statt ^^l, — Die Figuren befinden sich im 
Orig. auf Tafel I des betreffenden Bandes und tragen die Nummern 16, 17, 18. 

S. 180, Z. 6 (Progr. 1854, S. 6, Z. 6 v. u): „his" statt „fis". — 
S. 180, Z. 14 (7, Z. 1): f , f, |. — S. 193 f. (19) steht mehrmals „Frauen- 
hofer*'. — S. 195, Z. 12 (20, Z. 8 v. u.): „der Tangenten". — S. 200, 
Z. 10 V. u. (26, Z. 2): „Bringt man 2 ebene". 
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S. 209, Z7l2, 13 (Grelles Journal Bd. 83, 1877, S. 63, Z. 7, 8) steht 
im Original b statt 6, was hier noch nicht am Platze ist, da erst nachher 
die unterstrichenen Buchstaben als Zeichen für Strecken gebraucht werden, 
deren Lftngen die nichtunterstrichenen Buchstaben bedeuten. — S. 210, 
Z. 1, 6 (63, Z. 2 V. u., 64, Z. 4) steht im Original [a . b] und [r . a| 6]; 
der Punkt ist hier als überflüssig weggelassen, zumal er in dem zweiten 
Ausdrucke zu einem Missverständniss Anlass geben kann (vgl. diese Aus- 
gabe I, 2, S. 384, Z. 13 ff.). — S. 210, Z. 14 (64, Z. 11): b statt 6. 

S. 212, Z. 2 V. u., 215, Z. 1 v. u. (Anhang zu Preyers Elementen der 
reinen Empfindungslehre 1877, S. 85, Z. 2 v. u., 87, Z. 1 v. u.): 1854 statt 
1853. — S. 220, Z. 20 (92, Z. 18 v. u.) fehlt im Original die Klammer 
hinter entspricht. 

S. 224, Z. 14 (Wiedemanns Ann. Bd. 1, 1877, S. 608, Z. 11 v. u.): 
A'' statt Ä, — S. 228, Z. 8 v. u. (614, Z. 16): „den" statt „die". — 
S. 230, Z. 16 (616, Z. 16) steht zuletzt = statt =. — S. 234, Z. 12 
(621, Z. 13 f.): „hervorgeht". 

Zu den Abhandlungen über Mechanik. 

S. 6, Z. 5 — 2 V. u.: „Literaturzeitung" hiess damals die zweite Ab- 
theilung der von Schlömilch begründeten Zeitschrift für Mathematik und 
Physik; die Schlömüchsche Beurtheilung steht in Bd. 10, 1865. 

S. 71, Z. 5. Das genaue Citat ist: M^canique Celeste, I. partie, Livre IV, 
Chap. 3, in Bd. n der Oeuvres completes (Paris 1875) S. 224—245. 
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Anmerkungen 

zu den Abhandlungen über mathematische Physik. 

I. Ableitung der Erystallgestalten. 
Programm der Ottoschnle in Stettin, 18S9. 

Die Otto schule war eine Realschule zweiter Ordnung ohne Latein, 
also nach der heutigen Ausdrucksweise eine höhere Bürgerschule. 

Die in dieser Abhandlung angewandte Bestimmung der Eiystallflftchen 
durch Zeiger (Indices) hat zuerst, im Jahre 1826, W. Whewell vor- 
geschlagen. Unabhängig von diesem und von einander haben sie dann 
im Jahre 1829 J. G. Grassmann, der Vater unsers Grassmann, und 
M. L. Fr.ankenheim bekannt gemacht, aber erst die krystallographischen 
und mineralogischen Schriften von W. H. Miller haben ilu* allgemeine Ver- 
breitung verschafft*). 

Die betreffende Schrift von Grassmanns Vater hat den Titel: 
Zur physischen Erystallonomie tmd geometrischen Combinationslehre. Von 

Justus Günther Grassmann. Erstes Hefb. Stettin, bei Friedr. 

Heinr. Morin. 1829. 
Sie enthält XXIV und 184 Seiten 8^ mit drei Figurentafeln imd bildet das 
erste Heft des ersten Bandes einer vom Verfasser geplanten Zeitschrift: 
„Zur Mathematik und Naturkunde'*, von der vierteljährlich ein Heft von 
6 — 8 Bogen erscheinen sollte, die aber nicht über dieses erste Heft hinaus- 
gediehen ist. Einen Auszug aus der genannten Schrift hat J. G. Grassmann 
selbst unter dem Titel: „Gombinatorische Entwicklung der Erystallgestalten^ 
in Poggendorffs Annalen der Physik und Chemie veröffentlicht (Jahrg. 1833, 
Ergänzungsheft, S. 1 — 43, mit einer Figurentafel; enthalten in Bd. 30 der 
Annaleu, Leipzig 1836). 

Es ist nun sehr merkwürdig, dass H. Grassmann in seinem Pro- 
gramme weder diese Schrift noch auch nur den Namen seine» Vaters er- 
wähnt, obgleich er nicht blos die von seinem Vater entwickelten Vor- 
stellungen benutzt, sondern auch dessen eigenthümliche Benennungen. Deshalb 
halte ich es für nöthig, aus dem Inhalte der Schrift**) des Vaters Einiges 
mitzutheilen, damit man sich wenigstens annähernd eine Vorstellung davon 
machen kann, was H. Grassmann der Schrift seines Vaters verdankt. 

J. G. Grassmann entwickelt die Lehre von den Erystallgestalten als 
Anwendung einer „phoronomischen Combinationslehre '^ Da die Lage einer 
Ebene und aller zu ihr parallelen Ebenen durch eine beliebige auf der 



*) Nach Th. Liebisch, Geometrische Erystallographie, Leipzig 1881, bei 
W. Engelmann; vgl. Kap. XX. 

**) Wir bezeichnen diese im Folgenden kurz mit: „Ph. Kr." 
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Ebene senkrechte Gerade bestimint ist, so kann man statt eine Reihe von 
Ebenen mit einander zu kombiniren, gerade Linien kombiniren, die auf den 
Ebenen senkrecht stehen und die alle durch einen Punkt gehen; jede solche 
Gerade „tr&gt^' dann die auf ihr senkrechten Ebenen. Jede durch den 
Punkt gehende Gerade zerföllt in zwei Theile, die, „insofern sie zur Gon- 
stmction der Ebenen dienen, und dieselben tragen^^, „tragende Strahlen, 
auch schlechthin Tr&ger^ genannt werden. Zur Bezeichnung dieser beiden, 
einander entgegengesetzten Theile werden dieselben Buchstaben benutzt, von 
denen aber einer einen Accent bekonmit. Drei durch den Punkt gehende, 
aber nicht in einer Ebene liegende Gerade werden zu Grunde gelegt und 
die sechs durch sie bestimmten Träger, die „Elementarträger^', erhalten 
die Buchstaben: h, b\ c, c, d, d\ 

Jedem der sechs Elementartr&ger wird nun eine bestimmte Lftnge er- 
theilt, die als Maass einer Bewegung aufzufassen ist, und die Kombination 
dieser Elementartr&ger geschieht, indem die betreffenden Bewegungen nach 
dem Parallelogramm der Kräfte zu neuen Bewegungen zusammengesetzt 
werden. Die Aufstellung der ans den gegebenen Elementen ableitbaren 
„phoronomischen Gomplexionen^' bildet den Inhalt der „phoronomischen 
Combinationslehre^^ Dabei darf jedoch eine Kombination gleichnamiger 
Träger wie h und b' niemals stattfinden, weil diese „sich entweder ganz 
oder theüweiBe aufheben, und die Natur entgegengesetzter Grössen haben 'S 
Die Sichtungen der Elementarträger selbst sind die Hauptrichtungen, 
die durch Kombination zweier unter ihnen entstehenden Richtungen heissen 
Zwischenrichtungen, durch Kombination dreier entstehen die Aussen- 
richtungen, die ausserhalb der durch die Hauptrichtungen bestimmten drei 
Hanptebenen liegen (Ph. Kr. S. 5 — 11 und 14). 

Die möglichen phoronomischen Complezionen sind entweder Unionen 
oder Binionen oder Temionen. Um eine bestimmte Klasse von Temionen 
zn erhalten, braucht man noch drei ganze Zahlen ßj 7, d, die „Wieder- 
holungsexponenten'\ die angeben, wie oft jeder Elementarträger zur 
Bildung einer Gomplexion angewendet werden soll. Alle möglichen Com- 
plexionen mit den Wiederholungsexponenten j?, y, d erhält man daher aus 
der Complezion &^, c^^ dfi ^ wo die Exponenten nur Wiederholungszeichen 
sind, indem man ß^ y^ ö auf alle möglichen Arten vertauscht und in den 
entstandenen Gomplexionen noch einen, zwei oder drei der Elementarträger 
5, c, d durch den entgegengesetzten b\ c\ d' ersetzt. Diese 48 Kom- 
plexionen kann man einfacher schreiben, indem man blos die Wieder- 
holungsexponenten angiebt, diese gegebenen Falls nüt Accenten versieht, 
und festsetzt, dass sich der erste Exponent immer auf b oder b\ der zweite 
auf c oder c\ der dritte auf d oder d' beziehen soll. Die so erhaltene 
Tabelle der 48 Complexionen stimmt, von der Anordnung abgesehen, mit 
der hier auf S. 122 gegebenen überein, nur dass H. Grassmann statt 
ßy y, i schreibt 6, c, b. Zwei Complexionen heissen „ähnlich^, wenn sie 
mit denselben Wiederholungsexponenten gebildet sind. „Aehnliche Com- 
plexionen heissen gleichwerthig, wenn die durch sie bedingten Grössen 
gleich sind. So sind b^c und b^d zwar ähnliche Complexionen, aber hier 
in der phoronomischen Combinationslehre nur dann gleichwerthig, wenn 
nicht nur c » d, sondern auch die Winkel, welche diese Elemente (jedes 
für sich) mit b machen, gleich sind^' (Ph. Kr. S. 11 — 50). 
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Durch jede phoronomische Gomplexion ist ein Tiilger bestimmt , der in 
seinem Endpunkte eine auf ihm senkrechte Ebene trägt. Um nun die mög- 
lichen EiystaUgestalten zu entwickeln, nennt J. 6. Grassmann ,,mit den 
Erystallographen eine Gestalt eine einfache, wenn sie von lauter gleichen 
und ähnlichen Figuren als Seitenflächen begrenzt ist'S Dann gilt der 
Hauptsatz der phoronomischen Combinationslehre: 9,Die sämmtlichen 
gleichwerthigen Complexionen einer und derselben Form geben 
allemal eine einfache Gestalt." Nämlich „gleichwerthige Träger werden 
Ebenen hervorbringen müssen, welche nicht nur an sich gleich, sondern 
auch von gleicher relativer Lage sind, so dass sie sich um und um gleich- 
massig begrenzen". „Die Aufgabe der phoronomischen Combinationslehre, 
durch deren Auflösung alle bisher in der Natur beobachteten Erystall- 
gestalten auf rein mathematischem Wege ursprünglich erzeugt werden können, 
lässt sich nun etwa so fassen": 

„Wenn nach der Zahl der Dimensionen des Raums drei gerade sich 
gegenseitig halbirende Linien im Baume angenommen werden, die möglichen 
Lagen und Verhältnisse dieser Linien, und fOi jede derselben die ein- 
fachen und zusanmiengesetzten Gestalten zu bestimmen, welche aus den In- 
begriffen der gleichwerthigen Complexionen und aus deren Verbindung her- 
vorgehen.'^ 

„Der erste Theil dieser Aufgabe giebt die möglichen Systeme der 
(Krystall-)Gestalten" (Ph. Kr. S. 59—62). 

EndHch ffihre ich noch eine Stelle aus einem „Hypothese" über- 
schriebenen Abschnitte der Ph. Er. an (S. 161 — 170, insbesondere S. 169): 

„1. Jede Erystallfläche rührt von einer darauf senkrechten Kraft her, 
und erscheint als die Wirkung derselben." 

„2. Es sind wenigstens drei solche, nicht in Einer Ebene liegende, 
Kräfte erforderlich, um eine Krystallgestalt zu bilden, von denen jede nach 
zwei entgegengesetzten Richtungen wirkt." 

„3. Es können an einem Krystalle alle die Flächen vorkommen, welche 
aus den einfacheren Combinationen seiner Grundkräfbe entstehen." 

„4. Zwischen je zwei oder drei Kräften von gleichen räumlichen Ver- 
hältnissen entstehen um und um dieselben Combinationen, und bringen 
gleichnamige Flächen hervor, faUs nicht andere Kräfte störend einwirken." 

„Aus diesen wenigen Sätzen, von welchen eigentlich nur der dritte 
völlig hypothetisch ist, aber durch eine vollständige Induction, so weit 
unsere Erfahrungen reichen, hinreichend erwiesen werden kann, folgen nun 
alle Erscheinungen der Krystallogräphie." 

Diese kurzen Mitteilungen, die freilich nur einen kleinen Theil des 
Lihalts der Ph. Kr. wiedergeben, werden zur Genüge erkennen lassen, dass 
H. Grassmann in seinem Programme sowohl inhaltlich wie in Bezug auf 
die Terminologie von der Schrift seines Vaters abhängig ist. Dagegen muss 
anerkannt werden, dass er die Grundgedanken wesentlich klarer und schärfer 
zum Ausdruck gebracht hat. Neu gegenüber der Schrift des Vaters und 
H. Grassmann eigenthümlich ist die mit rein elementargeometrischen 
Hülfsmitteln durchgeführte Konstruktion der Krystallgestalten und ihrer Be- 
gränzungsflächen. Deshalb sei das Grassmannsche Programm der Beachtung 
der Krystallographen empfohlen, die es bisher noch gar nicht zu kennen 
scheinen; selbst in dem an Literaturnachweisen so reichen Lehrbache von 
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Liebisch (vgl. S. 244 Anm.) wird das Progranun und überhaupt H. Grass- 
manns Name gar nicht erwähnt. 

üebrigens ist H. Grassmann in seiner Ausdehnungslehre von 1844 
noch einmal auf die Erjstallographie zurückgekommen, aber unter einem 
ganz andern Gesichtspunkte; vgl. diese Ausgabe I, 1, S. 281 — 284 und die 
Anmerkungen dazu S. 411—413. 

Zu 8. 131, Z. 5 — 3 y. u.: Das Auge befindet sich natürlich in un- 
endlicher Feme (ebenso S. 140, Z. 2—4, Z. 9, 8 v. u. und S. 146, Z. 13 f.). 

Zu 8. 131, Z. 2 V. u. — 132, Z. 2: In der That, bei der Gestalt mit 
den Zeigern 6, c, b, wo 6 der grösste und b der kleinste Zeiger ist, er- 
giebt sich Folgendes: Setzt man die Haupttr&ger gleich 1, so wird der 
Zwischentr&ger = )/2 , der Aussentr&ger =» ^3 , also nach der Festsetzung 
auf S. 131, Z. 8—11 der Hauptradius = (b + c) : b, der Zwischenradius 
=- "1/2, der Aussenradius = (b + 0^3 : (b -f C + b). Infolgedessen be- 
kommt der Aussenpunkt a, der in dem durch die Äxen 010, 001, 100 
bestimmten Oktanten liegt, in Bezug auf diese Axen Bichtstücke (S. 126, 
Z. 10—8 V. u.) gleich (b + c) : (b + c + b). Soll nun, wie es in Fig. 11 
eintritt, die senkrechte Projektion von a auf die Ebene der Axen 010 und 
001 mit den auf diesen Axen befindlichen Hauptpunkten h in gerader 
Linie liegen, so muss offenbar das Richtstück (b + c) : (b + c + b) gleich 
dem halben Hauptradius, also gleich (b + c) : 2 b sein, was nur fllr b = c + b 
eintritt. Dagegen ist es unmöglich, dass die Projektion Yon a auf die 
genannte Ebene mit den auf die Axen 010 und 001 feilenden Projektionen 
der beiden Zwischenpunkte in gerader Linie liege, denn dann müsste das 
auf die Axe 010 bezügliche Richtstück (b -f c) : (b -f c + b) von a halb 
so gross sein wie das Richtstück 1 des Zwischenpunktes ier, dessen Projektion 
in diese Axe fällt, es müsste also b -f c » b sein, was hier ausgeschlossen 
ist. Man könnte endlich noch fragen, ob in der Projektion die beiden in 
einem Zwischenpunkte zusammenstossenden Kanten 0a in gerader Linie 
liegen können; soll das der Fall sein, so mnss das auf die Axe 010 be- 
zügliche Richtstück des früher besprochenen Aussenpunktes a gleich sein dem 
Richtstück 1 des Zwischenpunktes 0, dessen Projektion in diese Axe fällt, es 
muss also b =* sein, was auf die in § 11 unter 3 besprochene Gestalt fOhrt. 

Zu S. 136, Z. 12. Gemeint ist die Eaftte h0S. 

Zu S. 140. Im Originale ist kein § 17 vorhanden. 

n. Neue Theorie der Elektrodynamik. 
Pogg. Ann. Bd. 64 (1845). 

Zu S. 151, Z. 1 — 3. Nennt man nämlich (p den Winkel zwischen 
dem Elemente b und seiner senkrechten Projektion auf die durch das 
Element a und durch die Mitte von b gelegte Ebene, so ist die Projektion, 
die Grassmann nachher mit &] bezeichnet: &^»=&cos9>. Nennt man 
femer «' den Winkel zwischen a und b^ sowie /3' den Winkel zwischen b^ 
und der die Mitten beider Elemente verbindenden Geraden, so ist: a = j3' + c' 
und 9 ist in dem sphärischen Dreiecke mit den Seiten a^ ß, s die auf die 
Seite of oder deren Verlängerung gefällte Höhe, mithin: cos a = cos a' . cos 9, 
cos € «- cos c' . cos 9. 
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Zu S. 151, Z. 17 Y. u. Man erinnere sich, dass die Amperesohe 
Formel (l) eine Kraft darstellt, die positiv gerechnet wird in der Richtung 
Yom Scheitel des Winkels ß nach dem Scheitel des Winkels a. 

Zu S. 151, Z. 6 V. u. vgl. S. 152, Z. 11—7 v. u. 

Zu S. 154, Z. 7 V. u. Die Bedeweise: „nach — d$ zu differenzüren'' 
ist etwas ungewöhnlich. Von den beiden Strömen, durch die nach S. 153, 
Z. 7 — 1 V. u. das Element ids ersetzt wird, hat der erste die Wirkung: 



— - cot ^ a = -~ (1 + cos a) , 



der andere die Wirkung: 

^ (1 + cos (a + da)) = j^ (1 + cos a) + -y^ sin ada 

und diese Ausdrücke sind zu addiren. 

Zu S. 156, Z. IS V. u. — 157, Z. 7. Im Nachlasse Grassmanns be- 
findet sich eine Sammlung paginirter und mit Inhaltsangabe versehener Auf- 
zeichnungen: „Elektrodynamik und Induotion^S Diese AufiEeichnungen 
stammen anscheinend noch aus dem Ende der vierziger Jahre, denn Grass - 
mann beschäftigt sich darin unter anderm mit einer Arbeit von Franz Neu- 
mann (Allgemeine Gesetze der inducirten electrischen Ströme, aus dem 
Jahre 1845) und mit einer von W. Weber (Poggendorffs Annalen, Bd. 73, 
1848). Als Nr. 5 enthält diese Sammlung einen Abdruck der „Neuen 
Theorie^ der Elektrodynamik^^ und als Nr. 6, auf S. 29 eine „Bemerkung 
dazu*^ Es heisst da wörtUch so: 

„Die Formel 4 {hier S. 154} Iftsst sich leicht geometrisch darstellen 
in der Form: 

wo ra .h eine Strecke vorstellt, die gegen b nach derselben Seite liegt, 

I I 

wie a gegen r. Sind er und ß die Mitten der Elemente und er und ß die 

Fusspunkte des gemeinschaftlichen Lothes der Linien Ä und B beider 

Elemente, so ist i i i i 

^^' ra.h _ (ß — ^a.b pa . b 

wo p => ß — a das gemeinschaftliche Loth von A auf B. Der letzte Aus- 
druck ist 3 — _p, der Winkel, den der erstere Ausdruck darstellt, 

iBt 'j-y also erhalten wir als Ausdruck der Anziehung 

_ ^ • ^ _ axb 
r» r» ^' 

wo — ^ den Winkel der Bewegung darstellt.^' 

Das Yerständniss dieser Betrachtung wird dadurch erschwert, dass die 
Bedeutung der angewandten Produktzeichen nicht ersichtlich ist; von vorn- 
herein ist nur so viel klar, dass die in den Zahlern vorkommenden Buch- 
staben r^a^by ebenso wie die Differenzen ß -- ß u. s. w. (vgl. A^, Nr. 222, 
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Zusatz, diese Ausgabe I, 2, S. 152) Strecken bedeuten. Zum Glück lässt 
sich aber aus einer späteren Arbeit Grassmanns (Zur Elektrodynamik, 
hier S. 203 — 210) die Bedeutung der Formel (1) entnehmen. Dort wird 
n&mlich (hier 8. 210) die anziehende Wirkung des Elementes a auf das 
Element b in der Form: 

(10 f.[?:«ia 

geschrieben, wo die unterstrichenen Buchstaben die Strecken selbst dar- 
stellen, deren Längen durch die nnunterstrichenen angegeben werden, und 
wo I das Zeichen für die innere Multiplikation ist (s. A^, Kap. 4 und 
Kap. 5, § 7, diese Ausgabe I, 2, S. 112 ff.; 207 ff.), während rq das äussere 
(kombinatorische) Produkt der beiden Strecken r und a bezeichnet (A^, 
Nr. 254, d. A. I, 2, S. 169). , , 

Versteht man nun unter er, ß^ a, ß einfache Punkte, so ist in der That 

r = ^ - « = (^ _ ^) + (/J _«)_(«_ «) 

und ausserdem offenbar: 

t I 

wo X und fi Zahlen bedeuten, also ist das äussere Produkt [(a — o) a] =» 0; 

II 11 

bezeichnet man noch das gemeinsame Loth aß als Strecke ß — a auf- 

gefasst, mit c (um das p zu vermeiden), so lässt sich der Ausdruck (1') 
schreiben: ~ . 

^[bq\b]+^[eq\bl 

Nach A,, Nr. 180 (d. A. I, 2, S. 136) ist aber: 

[fto|6] = [6|6]a-[a|6]6 

[ca|ft] = [c|6]«-[g|6]c, 

und da die Strecke c sowohl auf a wie auf b senkrecht steht, so ist: 
[c I a] = [c I y = 0, folglich erhält (l') jetzt die Gestalt: 

(n y.([^\bjq^[q\bjb)^^,[a\bjc. 

Hier stellt der zweite Theil augenscheinlich eine Strecke dar, die dem 
gemeinsamen Lothe parallel ist, bestimmt also die Verschiebung, die das 
Element a dem Elemente b parallel zum gemeinsamen Lothe ertheilt (S. 156, 
Z. 7—5 V. u,). 

Der erste Theil stellt eine auf dem gemeinsamen Lothe senkrechte 
Strecke dar, bestimmt also die Drehung um das gemeinsame Loth, die das 
Element a dem Elemente b mittheilt. Dividirt man die Länge dieser Strecke 
durch die Entfernung der Mitte ß des Elementes b von der Drehaxe, so 
erhält man den Schwenkungswinkel (vgl. S. 154, Z. 16 — 13 v. u.). Nun 
ist die Entfernung des Punktes ß von der Drehaxe gleich der Länge der 
Strecke ß — ß' "^^ X .b^ also gleich X . &, wo auf das Vorzeichen von l keine 
Bücksicht genommen zu werden braucht, da sich X schliesslich weghebt 
Femer {b\h]^b^'=b^ und 
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(A,, Nr. 151, 333, 177, d. A. I, 2, S. 118, 211, 136), alao besitzt die 
Strecke: [^ | ^] ^ -^ [^ | &] ^, die wir kurz mit s bezeichnen wollen, die L&nge: 

s « l/6* . a« - 2 6«[a I bf+ h^[a \ h]^ = bV\ä^, 
femer ist: 

6. >/^y^ = a.&^. sin (Z.a&) 

(Aj, Nr. 198, d. A. I, 2, S. 143), mithin ergiebt sich jener Winkel gleich: 

Bedenken wir endlich, dass ah sin (/. ai) der Inhalt des Parallelo- 
gramms ist, das durch die beiden Strecken a, b bestimmt wird und das 
der Grösse, der Lage und dem Sinne nach durch das äussere Produkt 
[ab] dargestellt wird (A,, Nr. 254, d. A. I, 2, S. 169), nehmen wir noch 
hinzu, dass die drei Strecken a, &, 5 alle auf dem gemeinsamen Lothe c 
senkrecht stehen und dass [^^] "^ &'[^a] ist, so erkennen wir, dass s von 
dem gemeinsamen Lothe aus gesehen in Bezug auf b nach derselben Seite 
hin liegt wie a, dass also der Sinn der Drehung, die s hervorzurufen strebt, 
nut dem ümlaufimgssinne des Parallelognunms [^ a] »= -^ [a b] überein- 
stimmt. Demnach können wir, wenn wir wollen, den erwähnten Winkel 
nach Grösse und Sinn durch den Ausdruck 

darstellen und wir gelangen so zu einem Ausdrucke: 

-:^[«&]-f.[«|y£ 

für die Wirkung des Elementes a auf das Element 6, der mit dem von 
Grassmann angegebenen bis auf die Bezeichnung übereinstimmt und in 
dem der erste Theil einen Winkel bestimmt, dessen Ebene auf dem gemein- 
samen Lothe senkrecht steht, der zweite eine zu diesem Lothe paraUele Strecke. 

Was den Unterschied der Bezeichnung angeht, so ist zu bemerken, 
dass Grassmann in dem mitgeth eilten Manuskripte den Punkt erst als 
Zeichen für die innere Multiplikation eines Flftchenraums und einer Strecke 
benutzt, dann als Zeichen fär die äussere Multiplikation zweier Strecken; 
das innere Produkt zweier Strecken wird dagegen, wie in der geometrischen 
Analyse (d. A. I, 1, S. 347 fF.) durch X angedeutet. , , 

Liegen die Elemente a und b in einer Ebene, so wird ß —a '^ c 
gleich Null, der Ausdruck (l'') reducirt sich also auf sein erstes Glied, 
das, vom Vorzeichen abgesehen, mit dem Ausdrucke (6) auf S. 156 über- 
einstimmt. Dass in dieser Formel (6) das Minuszeichen fehlt, erklärt sich 
daraus, dass Grassmann bei (6) nicht daran gedacht hat, auch den Sinn 
der Drehung durch die Formel auszudrücken, zumal er diesen Sinn vorher 
(S. 154, Z. 7 — 13) deutlich genug beschrieben hat. 

Nunmehr wird es auch verständlich, was Grassmann mit den Worten 
auf S. 157, Z. 2 f. gemeint hat. Nämlich der Ausdruck: 

a^b 

»8 
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bestimmt je nach der Bedeutung, die man dem Produkte a . h giebt, die 
eine oder die andre der beiden Beweg^gen, in die sich die Bewegung des 
Elementes b zerlegen lässt: fasst man a . & als äusseres Produkt, so be- 
kommt man die Grösse der Schwenkung um das gemeinsame Loth, fasst 
man es als inneres Produkt auf, so erhält man ein Maass fOr die Ver- 
schiebung parallel dem gemeinsamen Lothe. Diese Verschiebung selbst er- 
hält man, indem man [a | &] : r* mit — c = a — /J multiplicirt: es ist be- 
merkenswerth, dass sowohl die Schwenkung als die Verschiebung nur den 

Sinn wechseln, wenn man a mit h vertauscht, denn [&a] = — [ah], aber 

II 11 

[5 1 a] == [a I b] und |3 — a = — («.— |5), die Analogie mit der Gravitation 
ist also in der That so vollständig wie nur möglich. 

Zu S. 158, Z. 14 — 8 V. u. Auch über diesen Punkt finden sich in 
den vorhin erwähnten Aufiseichnungen längere Entwickelungen, über die ich 
vielleicht im dritten Bande berichten werde. 

in. Zur Theorie der Farbenmischung. 
Pogg. Ann. Bd. 89 (1863). 

Zu S. 161, Z. 6. Gemeint ist die Abhandlung: „üeber die Theorie 
der zusammengesetzten Farben", Pogg. Ann. Bd. 87, S. 45 — 66 (1852), 
abgedruckt aus Müllers Archiv für Anatomie und Physiologie, 1852, 
S. 461—482. 

Zu S. 162, Z. 20 V. u. In Pogg. Ann. Bd. 23, S. 435—443 (1831) 
befindet sich ein Auszug aus einer Arbeit von Brewster: „üeber eine 
neue Zerlegung des Sonnenlichts, die in drei Grundfarben, welche coinci- 
dirende Spectra von gleicher Länge bilden (Edinb. Joum. of Science, N. S. 
Vol. V, p. 197). Auf S. 441 f. heisst es da: 

„Im Sommer 1799, an einem ganz heiteren Tage, um die Mittagszeit 
erhielt Hassenfratz, mit einem Bündel Sonnenlichts, den er durch eine 
25 Decimillimeter weite Oeffnung in ein dunkles Zimmer geleitet, und unter 
der Bedingung, dass Ein- und Austrittswinkel gleich waren, auf ein Prisma 
fallen lassen hatte, ein Spectmm von 360 Millimeter Länge, worin alle 
Farben vom Purpur bis zum Roth deutlich zu erkennen waren. Beim Unter- 
gang der Sonne, als sie gelb erschien, hatte das Spectrum eine geringere. 
Länge, und ein mehr oder weniger beträchtlicher Antheil des Violett war 
verschwunden, ja fehlte, wie das Purpur, zuweilen gänzlich.^^ 

Zu S. 167, Z. 10 f. In der von W. Abendroth herausgegebenen Ueber- 
setzung des ersten Buches von Newtons Optik (Ostwalds Klassiker der 
exakten Wissenschaften, Nr. 96, Leipzig bei Engebnann, 1898) findet man 
die Regel auf S. 99 — 101 als Lösung der Aufgabe 2: „Li einer Mischung 
von primären Farben aus der gegebenen Quantität und Qualität jeder ein- 
zelnen die Farbe der Zusammensetzung zu finden.^^ 

Zu S. 168, Z. 13—8 V. u. In der auf S. 161 angefahrten Arbeit 
von Helmholtz auf S. 58 ff. 

Es ist von historischem Interesse, dass Grassmann seine Theorie der 
Farbenmischung schon im Oktober 1852 der physikalischen Gesellschaft zu 
Stettin in einem Vortrage mitgetheilt hat Ich entnehme das den „Mit- 
theilungen über die Thätigkeit der physikalischen Gesellschaft zu Stettin in 
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den Jahren von 1835 — 1867. Ans den Protokollen der Gresellflchaffc in 
deren Auftrage zuBammengestellt von H. Balsam. Stettin 1868. Druck 
voll B. Grassmann/^ Dort heisst es auf S. 60 f.: 

Actum Stettin, den 28. Oktober 1852. 

„Prof. Grassmann über die neuesten Entdeckungen auf dem Gebiet 
der Farbenlehre. Nachdem der Vortragende zuvörderst eine historische 
üebersicht über die verschiedenen Ansichten von den Farben und deren 
Mischung gegeben hatte, zeigte er, dass man, um zu einer Entscheidung 
zu gelangen, vor allem die objektiven Erscheinungen, wie sie sich ver- 
mittelst des Prismas zur Anschauung bringen lassen, von den subjektiven 
Farbeneindrücken zu sondern habe. Er wies darauf hin, wie die Farben, 
welche durch Zerlegung vermittelst des Prismas hervorgehen, sich objektiv 
nur durch ihre Schwingungsdaner unterscheiden, und dass die Schwingungs- 
dauer fOr das ftusserste Roth ungefähr doppelt so gross sei als für das 
äusserste Violett. Hieran knüpfte er einen Bericht über die von F. W. ünger 
im 57. Bande der Poggendorffschen Annalen mitgetheilte Farbenharmonie, 
ünger vergleicht die Farbenskala vom äussersten Both bis zum äussersten 
Violett mit der Tonskala, indem er für das äusserste Roth einen beliebigen 
Grundton und dann diejenigen Farben und Töne einander entsprechend setzt, 
deren Schwingungsdauer zu der Schwingungsdauer jener beiden in dem- 
selben Verhältniss steht. Er behauptet nun, dass diejenigen Farben, welche 
den Tönen eines Accordes entsprechen, auf das Auge den wohlthuendsten 
Eindruck hervorbringen, namentlich die 3 Farben Roth, Gelb, Blau, welche 
dem Dur-Accorde entsprechen, und welche er auf den Gemälden der vor- 
züglichsten Maler, namentlich BaphaeFs, durchaus vorherrschend findet. Der 
Vortragende ging darauf zu den subjektiven Farben -Eindrücken über und 
zeigte, dass das Auge nicht im Stande sei, die Mannigfaltigkeit verschie- 
dener auf denselben Baum gebrachter Farben zu unterscheiden, sondern dass 
sich diese Farben zu einem Gesammteindrucke vermischen, in welchem 
ausser dem Farbentone zwischen Both und Violett nur noch die Beimischung 
des Weissen imterschieden werden kann. Hieran knüpfte er den Bericht 
über zwei Aufsätze von Helmholtz in dem letzten Bande der Poggendorffschen 
Annalen und hob besonders hervor, dass es nach den Versuchen von Helm- 
holtz nur 2 Farbenpaare gebe, welche kombinirt Weiss liefern, nämlich 
erstens Gelb und Ultramarin, wie dies Helmholtz unmittelbar durch Be- 
obachtungen nachweist, und zweitens Both und Grün. Letzteres behauptete 
der Vortragende aus den Versuchen von Helmholtz folgern zu müssen, indem 
die Versuche überall auf diese Mischung des Both und Grün hinzuweisen 
schienen. Zwischen diesen 4 Farben, Both, Gelb, Grün und Blau, die 
hiemach als die eigentlichen Grundfarben aufzufassen seien, ordnete der 
Vortragende die übrigen Farben in der Art unter, dass je 2 dieser Farben 
gemischt die mittlere Farbe, jedoch mit Weiss vermischt liefem.^^ 

In Grassmanns Nachlass befindet sich eine kurze Notiz: „Zur 
Theorie der Farbenmischung 1876^', aus der hier Folgendes mit- 
getheilt werden möge: 

„Helmholtz in seinem Handbuch der physiologischen Optik ^1867^ 
S. 277 — 308 hat die Sätze der Farbenmischung aus meiner Abhandlung (1853) 
aufgenommen, nur dass er statt himmelblau den passenderen Namen Cyan- 
blau (Berlinerblau) einführt, und Purpur als eine nur durch Mischung des 
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äussersten Both und ftussersten Violett herstellbare Farbe (vielleicht nach 
der Tabelle 237 die Oktave jenes Both) bezeichnet. Von den Abweichungen, 
welche theils auf der Empfindlichkeit des Auges, theils auf objektiven Ver- 
änderungen (Diffiraktion, Zerstreuung, Fluorescenz, Eigenlicht) im Auge be- 
ruhen, und von denen unten die Bede sein soll, abgesehen, hat er noch 
folgende wichtige Bestimmungen hinzugefQgi {Hier folgt eine Tabelle der 
Wellenl&ngen der Fraunhoferschen Linien, die zur Abgrenzung der Farben 
dienen, und eine graphische Darstellung der Complementärfarben, nach 
Helmholtz, S. 277.} 

„Die wesentlichen Ergänzungen sind auch durch Helmholtz nicht ge- 
liefert. Es fehlt die Bestimmung des Purpurs, welches mit einem bestimmten 
Grün Weiss liefert. Femer die Bestimmung der Farbe, welche mit zwei 
complement&ren gleichviel Weiss liefert, kurz die verlangte einfache Be- 
obachtungsreihe zur Feststellung der Farbenmischung ist nicht ausgeführt. 
Dagegen ist eine Beihe, freilich auch nur fragmentarischer Beobachtungen 
angefahrt, welche den Gesetzen der Farbenmischung vndersprechen wurden, 
wenn sie nicht auf sekundären Processen oder auf unvollkommener oder 
irriger Schätzung oder auf ünempfindlichkeit der Sehnerven beruhten.^^ 

„Hierher gehört erstens, dass die Stärke der Lichtempfindung für ver- 
schiedene Farben nicht proportional ist der lebendigen Kraft der Aether- 
schwingongen. Dies beruht einestheils darauf, dass die Aetherschwingungen 
der verschiedenen Farben durch die durchsichtigen Mittel des Auges in ver- 
schiedenem Grade geschwächt, manche wie die ultrarothen, gar nicht durch- 
gelassen werden, theüs auf Zurück werfung im Auge, theils auf der un- 
gleichen Empfindlichkeit der Nerven für verschiedene Farben bei verschiedener 
Helligkeit; bei schwacher Beleuchtung sind die Nerven für die brechbareren 
Farben empfänglicher als für die weniger brechbaren, umgekehrt bei stärkerer 
Beleuchtung. Für die Strahlen von mittlerer Brechbarkeit ist das Auge für 
Farbenunterschiede am empfindlichsten. Immer bleibt die Abschätzung der 
verschiedenen Lichtstärke verschiedener Farben etwas schwankendes, zum 
Theil von subjektiven Urtheilen abhängiges/' 

„Aber auch für gleichfarbiges Licht ist die Stärke der Liohtempfijidung 
nicht proportional der objektiven Lichtstärke, indem nämlich bei wachsender 
objektiver Helligkeit die Lichtempfindung in geringerem Maasse wächst.^ 

„Zweitens ändert die grössere Helligkeit auch die Qualität des empfun- 
denen Lichtes, indem dadurch Weiss zugemischt erscheint, ja bei sehr intensiver 
Helligkeit, das Licht als vollkommen weiss erscheint; ein gewisses Gelb und 
ein gewisses Blau ändern dabei nicht ihren Farbenton, die Farben, welche 
brechbarer sind als jenes Blau, lassen ihren Farbenton allmählich in dieses 
Blau übergehen, alle übrigen in jenes Glelb. Die dazu erforderliche Intensität 
ist sehr verschieden. Eine sehr geringe Steigerung der Helligkeit reicht 
hin, um die überblauen Töne dem blauen zu nähern, weiter in diesen zu 
verwandeln und weiter ihn in Weiss übergehn zu lassen. Hingegen er- 
fordern die Farben, je weniger brechbar sie sind, eine desto grössere In- 
tensität, um den ganzen üebergang zu vollenden, Both eine kaum erreich- 
bare. Gelb erst bei blendender Helligkeit (HeLnholtz 233, 234).'^ 

„Da wir bei schwachem Lichte die Farben, namentlich die brechbareren, 
vollkommener zu unterscheiden vermögen als beim starken, und bei jenem 
sich (Helmholtz 234) die blauen Töne des Spektrums mehr dem Indigo, 
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Violett dem Bosa nähert, so werden wir diese letzteren als die ursprüng- 
lichen, die ersteren als durch Erhellung modificirt betrachten können. Bei 
den übervioletten Strahlen soll sich (?) bei äusserst schwacher Beleuchtung 
die Folge umkehren (von Bosa bis Blau), während sie bei etwas stärkerer 
Beleuchtung bläulich weiss (lavendelgrau) werden. Zur Erklärung dieser 
Erscheinungen hat man zweierlei ins Auge zu fassen a) die Fluorescenz 
der Augemnedien und zwar grünliche (bläuliche) der Netzhaut, die auch 
unabhängig nachgewiesen ist, und aus der Helmholtz die Erscheinungen der 
übervioletten (überblauen) Strahlen erklärt, und wohl noch eine gelbliche, 
die für das Both als negativ anzunehmen wäre, die aber nicht für sich 
nachgewiesen ist, b) die bei grösserer Helligkeit zunehmende ünempfäng- 
lichkeit fOr Unterscheidung der Farben, welche bei den überblauen Tönen 
schon bei massiger Helle eintritt, bei den am wenigsten brechbaren erst 
bei blendender Helle/^ 

In seinem „Handbuche der physiologischen Optik^', Leipzig bei Leopold Voss, 
1867 erwähnt Helmholtz die Grassmannsche Arbeit auf S. 283, 295, 
307. Auf S. 307 heisst es: „Die Untersuchung der gemischten Spectral- 
farben nach einer besseren Methode, welche ich ausführte, hob die schein- 
baren Widersprüche {vgl. hier S. 161} gegen Newtons Begel auf, soweit 
sie sich auf die Anwendbarkeit der Schwerpunktskonstruktionen beziehen; 
dagegen musste ich freilich die Ereisform des Farbenfeldes Grassmann 
gegenüber als unerwiesen stehen lassen.'^ 

Endlich will ich hier noch einige Bemerkungen beifügen^ die mir mein 
Freund 0. Külpe in Würzburg zur Verfügung gestellt hat: 

Die Abhandlung in Poggendorffs Annalen Bd. 89 ist von grundlegender 
Bedeutung für die Lehre von der Farbenmischung innerhalb einer physiologi- 
schen oder psychologischen Optik geworden. So erklärt Helmholtz (Physiolog. 
Optik 2. Aufl. S. 326): „Die physiologischen Voraussetzungen, welche der 
Ausführbarkeit und Bichtigkeit eines solchen Verfahrens [der geometrischen 
Darstellung des Farbemischungsgesetzes von Newton] zu Grunde liegen, hat 
Herr H. Grassmann herausgesondert und hingestellt.^^ Auch E. Hering hat 
die thatsächliche Bichtigkeit der drei von Grassmann in dieser Abhandlung 
entwickelten Gesetze anerkannt und möchte sie nur durch einen vierten Satz 
ergänzt wissen, nach welchem „gleich aussehende Lichter einander gleich 
bleiben, wenn man die Intensität eines jeden in demselben Verhältniss ver- 
mehrt oder vermindert*^ (Ueber Newtons Gesetz der Farbenmischung, Lotos, 
Jahrb. für Naturwiss. N. F. VII. Bd. S. 242 f.). Zugleich hat freilich Hering 
(ebd. S. 225 £F.) gezeigt, dass die Voraussetzungen, von denen sich Grass- 
mann bei der Deduktion seiner Sätze hat leiten lassen, unzutreffend sind, 
indem hier beständig subjektive (Empfindungs-) und objektive (Licht-)Werthe 
mit einander vermengt und Annahmen vertreten werden, die nachweislich 
irrig sind. Dazu gehört, dass jeder bestimmten Wellenlänge des Lichtes nur 
ein bestunmter Farbenton der Empfindung entspreche, dass nur die Liten- 
sität der Empfindung, nicht ihre Sättigung oder ihre Qualität, sich ändere, 
wenn sich die Litensität des sie erzeugenden Lichtes vermehre oder vermindere, 
dass endlich der letzteren die Helligkeit der Empfindung proportional sei. 
Schon in der ersten Auflage der Helmholtzschen physiologischen Optik waren 
Beobachtungen mitgetheilt, die diesen Annahmen durchaus widersprechen. Merk- 
würdiger Weise ist Grassmann in dem ungedruckten Manuskript (S. 252 ff.) 
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im Hinblick auf solche Beobachtungen der Meinnng, dass sie mit den Ge- 
setzen der Farbenmischung unvereinbar seien. Hier sowohl wie in dem 
Anhang zu Preyers Schrift (S. 213 — 221) wird daher an jenen irrigen 
Voraussetzungen festgehalten und eine Reihe sekundärer Umstände, wie un- 
Yollkommene Schätzung oder Fluorescenz der Augenmedien, zur Erklärung 
der entgegenstehenden Thatsachen herangezogen. 

rV. Uebersicht der Akustik und der niedern Optik. 
Programm 1864. 

Ursprünglich war ich zweifelhaft, ob sich der Wiederabdruck dieses 
Programms lohnte, ich habe mich aber doch dafür entschieden^ weil es 
wegen der Stoffauswahl und der Darstellung pädagogisches Interesse besitzt, 
dazu kommt noch, dass es die erste Veröffentlichung ist, in der Grass - 
mann die Grundzüge seiner Vokaltheorie bekannt gemacht hat (vgL S. 222, 
Z. 5 V. u.). 

V. Zur Elektrodynamik. 

CreUes Journal Bd. 83 (1877). 

Zu S. 203, Z. 9 f., 16 — 19. Die hier erwähnten Abhandlungen von 
Clausius sind: 

„Ueber die Ableitung eines neuen elektrodynamischen Grundgesetzes^, 
Grelles Journal Bd. 82, S. 85—130 (1877). 

„Ueber ein neues Grundgesetz der Elektrodynamik^'. Vorgetragen in 
der Niederrhein. Ges. für Natur- und Heilkunde am 6. 12. 1875, Pogg. 
Ann. Bd. 156 (6. Eeihe Bd. 6), S. 657—660 (1875). 

„Ueber das Verhalten des elektrodynamischen Grundgesetzes zum Princip 
von der Erhaltung der Energie und über eine noch weitere Vereinfachung 
des ersteren^', aus den Schriften der niederrhein. Ges. mitgetheilt vom Verf. 
Pogg. Ann. Bd. 157 (6. Beihe Bd. 7), S. 489—494 (1876). 

Endlich in den Verhandlungen des naturhistorischen Vereins der preussi- 
sehen Bheinproyinz und Westfalen, 33. Jahrgang (4. Folge, 3. Jahrgang) 
Bonn 1876, zuerst kurz in einem Vortrage in der Sitzung vom 7. Februar 
1876 „Das Verhalten des elektrodynamischen Grundgesetzes zum Prinzip 
von der Erhaltung der Energie und über eine noch weitere Vereinfachung 
des ersteren^', Sitzungsberichte S. 18 — 22, ausführlicher in der Arbeit: 
„Ueber die Behandlung der zwischen linearen Strömen und Leitern statt- 
findenden ponderomotorischen und elektromotorischen Kräfte nach dem elektro- 
dynamischen Grundgesetze^, Verhandlungen S. 407 — 430. 

Uebrigens hat Clausius sofort die Berechtigung des von Grassmann er- 
hobenen Anspruchs anerkannt und zwar noch in demselben, 83. Bande des 
Crelleschen Journals, wo man auf S. 262 f. die nachstehende Mittheilung findet: 

Ueber das Grassmannsche Gesetz der ponderomotorischen Kraft. 
(Von Herrn R. Clausius in Bonn.) 

Herr H. Grassmann macht auf S. 57 d. B. darauf aufinerksam, dass 
die Ausdrücke, welche man aus dem von mir aufgestellten elektrodynamischen 
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Grundgesetze"') für die Componenten der ponderomotonschen Eraft zwischen 
zwei Stromelementen ableiten kann, genau mit dem von ihm schon im 
Jahre 1845 für diese Kraft aufgestellten Gesetze'*'*) übereinstimmen. Dass 
mir dieses entgangen war, hat seinen Grund in einem eigenthümlichen Um- 
stände. Ich wusste sehr wohl, dass Herr Grass mann ein von dem 
Am p Preschen abweichendes Gesetz für die ponderomotorische Kraft auf- 
gestellt hat, indem ich seine interessante Abhandlung vor langer Zeit ge- 
lesen hatte, ohne mir jedoch damals, wo ich mich nicht speciell mit dem 
Gegenstande beschäftigte, die betreffende Formel fest einzuprägen. Als nun 
aus dem auf die gegenseitige Einwirkung bewegter Elektridtätstheilchen 
bezüglichen neuen Grundgesetze auch für die zwischen zwei Stromelementen 
wirkende ponderomotorische Kraft neue Ausdrücke hervorgingen, welche mit 
dem Amp er eschen Gesetze nicht übereinstimmten, dachte ich sofort daran, 
sie mit dem Grassmannschen Gesetze zu vergleichen, da mir aber jener 
alte Band von Poggendorffs Annalen nicht zur Hand war, so schlug ich 
den betreffendeu Jahrgang der „Fortschritte der Physik" nach. Hier***) 
fand ich einen Auszug der Grassmannschen Abhandlung und darin eine 
Formel, welche als die Grassmann sehe angeführt ist. Diese verglich ich 
mit den aus dem Grundgesetze hervorgehenden Ausdrücken, und da ich 
sie mit denselben nicht übereinstimmend fand, so betrachtete ich damit die 
Frage als erledigt, indem ich keinen Gnmd hatte, an der richtigen Wieder- 
gabe der Formel zu zweifeln, und deshalb auf eine weitere Prüfung oder 
Controle einzugehen. 

Jetzt aber ersehe ich aus der Note des Herrn Grassmann, infolge 
deren ich mir auch seine Originalabhandlung verschafft habe, dass mein 
Vertrauen auf jenen Auszug mich getäuscht hat, denn die Formel ist in 
demselben in der That xmrichtig wiedergegeben. Herr Grassmann hat 
nämlich das Stromelement, welches die Kraft erleidet, mit &, und die Pro- 
jection desselben auf eine gewisse Ebene mit b^ bezeichnet. In seiner 
Formel kommt nun die Grösse h^ vor, in jenem Auszuge aber steht an 
Stelle derselben h. Dass hierin eine Abweichung von der Originalabhandlung 
liege, konnte mir um so weniger in den Sinn kommen, als in drei der 
Schlussformel voraufgehenden Formeln ebenfalls immer b statt b^ steht, 
und überhaupt das Zeichen b^ mit seiner Erklärung in dem ganzen Aus- 
zuge nicht vorkommt. 

Nachdem ich nun die richtige Formel kennen gelernt habe, kann ich 
natürlich nur bestätigen, was Herr Grassmann sagt, dass sie mit den 
aus dem neuen Grundgesetze hervorgehenden Ausdrücken vollkommen über^ 
einstimmt, und ich freue mich, mit einem so gelehrten und sdiarf sinnigen 
Forscher in Untersuchungen, die auf ganz verschiedenen Wegen geführt 
sind, zusammengetroffen zu sein. Bonn, im Mai 1877. 

Zu S. 210, Z. 4 — 9. Wir begnügen uns, umgekehrt nachzuweisen, 
dass aus der Formel (2*) für die Kraft die Formel (1) für die ir -Komponente 
der Krafb folgt. Zu diesem Zwecke setzen wir, wie Grassmann es nadiher 
selbst andeutet: 



*) Dieses Journal Bd. 82, S. 86. 
**) Poggendorffs Annalen Bd. 64, S. 1. 
*") Fortschritte der Physik Bd. I (1846), S. 626. 
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r = (a; - a;')ci + (y - y')«2 + («^ - <^0«5 
a = i' {dx\ + dy\ + de'e^) 

h = i{dxe^ + dye^ + ^^»«s) 

und finden zunächst: 

x — x' y — y 



[Tq\^i'Z 



dx' 



dy 



k^]. 



wo das Zeichen Z die cyklische Summe in Besag auf die Indices 1, 2, 3 
und die Buchstaben x, y, e bezeichnet. Ferner ist (A,, Nr. 147 und 148, 
d. Ausg. I, 2, S. 115 f.): 

[e,|<^]-[eJe,]-0 

[e,e,|e,]-^, [eiej|e,] [«jCi K] - - c,, 

also: 

[rg|6]-t«'2?{ 
Demnach wird: 



» — Z X — X 

dz' dx' 



dz 



x—x y—y 
dx' dy' 



dy\e^ 



und 



kii' 



X^'^ [dx Z{x - x')dx - {x - x')Zdxdx] , 
was mit S. 204, Z. 8 v. u., also auch mit (l) übereinstimmt. 

VI. Bemerkungen zur Theorie der Parbenempfindungen (1877). 

Zu S. 216, Z. 20. In der physiol. Optik (l. Ausg.) heisst es auf S. 282, 
Z. 3 — 7: „Der Farbeneindruck, den eine gewisse Quantität x beliebig ge- 
mischten Lichtes macht, kann stets auch hervorgebracht werden durch 
Mischung einer gewissen Quantität a weissen Lichtes und einer gewissen 
Quantität h einer gesättigten Farbe (Spectralfarbe oder Purpur) von be- 
stimmtem Farbentone.'* 

Zu dem ganzen Aufsatze vergleiche man noch die Anmerkungen auf 
S. 261—256. 

Vn. Ueber die physikalische Natur der Sprachlaute. 
Wiedemanns AmiaJen Bd. 1 (1877). 

Zu S. 222, Z. 5 V. u. Bald nachher hatte Grassmann seine Theorie 
der physikalischen Gesellschaft zu Stettin ausführlicher mitgetheilt. In den 
auf S. 251, Z. 2 v. u. angeführten „Mittheilungen'' liest man auf S. 65 — 67: 

Actum Stettin, den 2. November 1854. 

Der Professor Grass mann hält einen Vortrag über die physikalische 
Natur der Sprachlaute. 

Der Vortragende gab zuerst eine kurze Uebersicht über die bisherige 
Theorie der Vokaltöne, wie sie namentlich durch Willis entwickelt worden 
ist; und fand das Mangelhafte dieser Theorie darin, dass erstens das Wesen 
des Vokales in ihr nicht klar hervortritt und zweitens in ihr nur Eiae Reihe 

GraBimann, Worke. IL 8. 17 
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von Vokalen angenommen wird, während doch die Vokale unendlich viele 
Uebergänge gestatten, und daher nicht in einer Linie sondern nur in einer 
Fläche dargestellt werden können. Darauf versuchte der Vortragende, diese 
Theorie durch eine Reihe von Versuchen zu vervollständigen. Er zeigte, 
wie man bei jedem Vokale ausser dem Grundtone, in welchem der Vokal 
gesungen wird, noch einen oder mehrere leise mitklingende Nebentöne ver- 
nimmt. Und dass diese mitklingenden Nebentöne es sind, welche dem 
Schalle diejenige Modifikation mittheilen, welche wir mit dem Namen eines 
Vokales bezeichnen. Es zeigte sich, dass diese Nebentöne bei dem Ueber- 
gänge von u durch ü zn i nur einfach auftreten, und hier jedesmal die- 
selben sind, welche man bei gleicher Mundstellung durch Pfeifen hervor- 
bringen würde. Es zeigte sich femer, dass diese Nebentöne jedesmal die- 
jenigen Töne sind, welche zu dem gesungenen Grundtone die harmonischen 
Nebentöne^ d. h. diejenigen Töne sind, welche eine den Grundton angebende Saite, 

nach und nach hervorbringen würde, wenn man sie in 2, 3, 4 Theile 

theilte. Man konnte diese Töne verfolgen vom eingestrichnen bis zum vier- 
gestrichnen g. Und zwar gaben die Nebentöne von ^ bis ^ den Vokal u, 
von da bis g den Vokal üy von da bis zum g und vielleicht noch höher 
hinauf den Vokal i; woraus sich schon ergiebt, dass es unmöglich ist auf 
einen hohem Ton als das g den Vokal u zu singen. Als das Wesen des 
Vokales a ergab sich das Mitklingen eines ganzen Accordes von Nebentönen, 
welche alle fast von gleicher Stärke sind. Der so mitklingende Accord 
besteht aus den ersten 8, und bei sächsischer Aussprache aus den ersten 6 
harmonischen Nebentönen; woraus schon hervorgeht, dass weder bei sehr 
tiefen noch bei sehr hohen Tönen ein reines a zu singen möglich ist, in- 
dem es dort dem o, hier dem e sich nähert. Dann ging der Vortragende 
zur Betrachtung der Konsonanten über. Unter ihnen sind die Semivocales 
sowie die weichen Hauche («r, 5, j) noch von einem Grundtone von be- 
stunmter Höhe begleitet Unter den Semivokalen wurden zuerst die Nasale 
betrachtet. Es zeigten sich hier bei m, n, ng dieselben Nebentöne wie bei 
tt, «, a, mit dem Unterschiede, dass die Nebentöne hier den Grundton mehr 
überwuchern, und daher schon dem Laute mehr der Charakter eines Kon- 
sonanten verliehen wird. Bei dem l tritt eine Gruppe von Nebentönen, 
welche je nach der Aussprache die Nebentöne des ä bis i sind, hervor, 
aber viel stärker mitklingend als bei den entsprechenden Vokalen, und von 
den Nasalen dadurch verschieden, dass diese Tongruppe plötzlich hervortritt. 
Das r zeigte sich als ein schneller mehrfach wiederholter Wechsel zwischen 
dem l und dem Vokale. 

Bei den Semivokalen fehlt das Geräusch, welches allen übrigen Kon- 
sonanten eigen ist. Das Geräusch besteht in dem Zugleicherklingen mehrerer 
unharmonischen Töne. Bei den Konsonanten ist aber in diesem Geräusche 
dennoch eine Höhe und Tiefe zu unterscheiden, indem die unharmonische 
Tongruppe bald höher bald tiefer liegt, bald einen grösseren bald einen ge- 
ringeren Umfang einnimmt. Die Stosslaute (jp, ^, k u. s. w.) unterscheiden 
sich von den Hauchen nur durch ihre kurze Dauer. Es erschien daher nur 
nothwendig, die Hauche näher zu betrachten. Unter ihnen zeigen die 
weichen Hauche noch einen aus der Stimmritze hervorgehenden Ton neben 
dem Geräusche. Dies Geräusch umfasst bei den Gaumenbuchstaben die 
Nebentöne vom a bis zum i, erstere bei den Kehlbuchstaben, letztere bei 



Digitized by 



Google 



über mathematische Physik. VII. 259 

den mit der Vorderzimge gesprochenen Gamnbuohstaben. Die Lippenbuch- 
staben zeigen die Nebentöne des ü und u, letztere in der Englischen Aus- 
sprache hervortretend. Die Zahnbnchstaben endlich (5, d, t) zeigen Neben- 
töne, welche höher sind als die des «, so dass also diesen keine Vokale 
entsprechen. Schliesslich wurde noch auf ein Mittel hingedeutet um die 
Sprachlaute objektiv hervorzubringen, d. h. bloss durch gleichzeitiges Her- 
vorbringen der gehörigen Töne in dem betreffenden Intensitätsverhältnisse. 

Zu S. 223, Z. 21 — 23. Der Titel der Helmholtzschen Untersuchungen 
ist: „Die Klangfarbe der Vokale '^ Vortrag in .der Sitzung der Akademie 
vom 2. April 1859. Gelehrte Anzeigen der k. B. Akademie der Wiss. 
Bd. 48, Nr. 67, 18. Juni 1869, S. 537—541; Nr. 68, 20. Juni 1859, 
S. 545— -549; Nr. 69, 22. Juni 1859, S. 553—556. Wiederabgedruckt in 
den Gesammelten wissenschaftlichen Abhandlungen Bd. I, S. 397 — 407. 

Zu S. 224, S. 7 — 18. Das Citat aus den „ Tonempfindungen ^' ist mit 
den Worten: „beim scharfen Ä oder J[" zu Ende. 

Zu S. 225, Z. 21 f. Das Buch von Sievers ist bei Breitkopf und 
Härtel erschienen, die zweite Auflage (I88I) und alle folgenden unter dem 
Titel: „Grundzuge der Phonetik" 

Zu S. 228, Z. 21: E. von Quanten, „Einige Bemerkungen zur Helm- 
holtzschen Vocallehre", Pogg. Ann. Bd. 154, S. 272—294, 522—552 (1875), 
miigetheilt aus der öfversigt af Kongl. Vetensk. Akad. Handlingar, 1874, 
No. 6, Stockholm. 

Zu S. 237, Z. 9. Der Nachweis des weichen (besser stimmhaften) 
Lautes c, der dem altindischen g entspricht, findet sich bei Ascoli, . Vor- 
lesimgen über die vergleichende Lautlehre des Sanskrit, des Griechischen 
und des Lateinischen, gehalten an der Mailänder wissenschafblich-litterarischen 
Akademie, übersetzt von Bazziger und H. Schweizer-Sidler, Halle, 
Buchhandlung des Waisenhauses 1872, S. 79 ff., besonders S. 86 f. 

Zu S. 239, Z. 16. C. H. C. Grinwis, Ueber die Theorie der Resona- 
toren, aus den Archives N^erlandaises VHI, 417 mitgetheilt in Pogg. Ann. 
Bd. 160, S. 276—291 (1877), datirt Utrecht, März 1873. 

Zu S. 239, Z. 11 V. u. F. Auerbach, „Untersuchungen über die 
Natur der Vocalklänge", Poggend. Ann. Ergänzungsband VÜI, Stück 2, 
S. 177—225 (1878), datirt Berlin 5. Juni 1876. Derselbe hat bald nach- 
her in der Arbeit: „Zur Grassmannschen Vocaltheorie'', Wiedemanns Ann. 
Bd. 4, S. 508—515 (1878) Grassmanns Behauptungen zu widerlegen 
gesucht. Dagegen ist Grassmanns Ansichten günstig die Arbeit von 
J. Lahr „Die Grassmannsche Vocaltheorie im Lichte des Experiments^', 
Wied. Ann. Bd. 27, S. 94—119 (1886). 

Zu S. 258, Z. 6 V. u. Im Originale steht: „Die Stosse". 
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Achtundvierzigflächner 131 f., be- 
sondere Fälle des A.B 132 f., seine drei 
Halbgestalten 134—137, seine Viertels- 
gestalt 137. 

Achtzähliges System 125, seine Ge- 
stalten und Halbgestalten 138—140. 

Addition s. Strecke, Kraft, Parallelo- 
gramm. 

A echte unendliche Reihen 6. 

Aequatorebene beim sechszähligen 
System 141. 

Aeusseres Produkt, s. d.; ä. Kraft s. d. 

Ampere seh es Grundgesetz der Elek- 
trodynamik, seine hypothetischeGrund- 
läge und seine Mängel 146—160. Be- 
seitigung des Willkürlichen aus der 
Amp^reschen Hypothese 160—163. 

Arbeit eines Vereins von Punkten 34, 
36; A. einer Krafb 34 f. Beziehung 
zwischen beiden 36; A. der inneren 
Kräfte zwischen zwei Punkten 36 f., 
zwischen einem Verein von Punkten 
37 f. — A. u. lebendige Kraft 65. 

Aussenpunkte einer einf. Gestalt des 
regelm. Systems 128, ihre Bestimmung 
130. 

Aussenradien einer einf. Gestalt des 
regelm. Systems 128, ihre Bestimmung 
130. 

AuBsenträger 128, seine 4 Schnitt- 
punkte mit den 48 getragenen Ebenen 
129. 

Axe 122. 



Axenab schnitte einer getragenen 
Ebene 126, ihre Beziehung zu den 
Richtstacken des Trägers 126 f. 

Azenkreuz 122. 

Bedingungsgleichungen f3r die 
Punkte eines Vereins 57 f. 

Beharrungsgesetz 11. 

Beschleunigung eines Punktes als 
zweiter Diffqu. einer Strecke 51. 

Bewegung eines Punktes 3 f., berechnet 
aus der Bewegnngsändemng 10. — 
B. auf einer sich gleichmässig drehen- 
den Kurve 93—95. 

Bewegungsänderung (Beschleunig- 
ung) eines Punktes und ihre Bildung 
8f. 

Bewegungsgleichung (Geschwindig- 
keit) eines Punktes, abgeleitet aus 
seiner Ortsgleichung 6 f. 

Blählaut 238. 

Breite eines Greräusches 234. 

Centrifugalkraft 43. 

Clausius sches Gesetz über die Wirkung 
zweier Stromelemente auf einander 
identisch mit dem Grassmann sehen 
Grundgesetze 203—206. 

Gomplementarfarbe 161, 214 ff., all- 
gemeiner Beweis ihrer Existenz 164 
—166. 

D*AlembertBches Princip 59. 

Differentialquotient nach der Zeit, 
seine Bezeichnung 49 f. — Partieller 
D. einer Funktion von Strecken nach 



*) Das Programm S. 174—202 ist hierbei ausser Betracht gelassen. 
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einer Strecke 50; Unabhängigkeit 
dieser Definition Ton der Wahl des 
Normalyereins 50 f. 

Differenzial 7. 

Doppelpyramiden im achtzähligen 
System 139, im Yierzähligen 140, im 
sechszähligen 146. 

Drehungen um einen festen Punkt 75 
—81. 

Ebbe und Fluth 65—72. 

Ebene, getragene Ebene 126. Regel 
über die Verbindung dieser Ebenen 129. 

Einfach s. Gestalt. 

EinEähliges System 126, 146. 

Elementaraze s. Aze. 

Elementarkräfte s. Ursprüngliche 
Kräfte. 

Elementarträger 122, s. Hauptträger. 

Elliptisches Glied im Ausdrucke der 
Kraft und der mittleren Beweg^g 64 f. 

Erhoben s. Winkel. 

Fall schwerer Körper 17 f. 

Farbeneindruck, die drei Momente 
bei einem F. 162. 

Farbenton 162. 

Fester Körper 40, seine Bewegung um 
einen unbeweglichen Ptmkt 40, unter 
dem Einflüsse der Schwere 41 f. 

Flächenbewegung eines Vereins von 
Punkten 31 ; ihre Aenderung 82 f — Un- 
veränderlichkeit der gesammten F. 55. 

Flächenbildende Kraft 116, 117f. 

Flächenraum s. Parallelogramm. 

Flächentragende Linien 121 f. 

Fliehkraft 43. 

Fliehmoment einer Kraft 100. 

Foucaultsches Pendel 95 f. 

Gegenkraft einer Kraft 116. 

Gegenwirkung, Gesetz der G. 11. 

Geometrische Summe 169, 172. 

Geräuschlaute, ihre Breite und mitt- 
lere Höhe 234. 

Gesättigte Farben 214. 

Geschlossener Strom s. Strom. 

Geschwindigkeit eines Punktes als 
Strecke 4, als Diffqu. einer Strecke 51. 

Gestalt, einfache 121. Konstruktion 
einer einf. G. des regelmässigen Sy- 
stems 128—131. 



Getragene Ebene s. Ebene. 

Gleiche Kräfte 121. 

Gleichgewicht, verschiedene Auf- 
gaben über das G. 83—88; G. eines 
in eine Flüssigkeit eingetauchten Kör- 
pers 88—91. 

Gl eich wer thige Träger 122, ihreKenn- 
zeichen 1221, 124 f. — Gl. Tr. im 
regelmässigen System 128, im acht- 
zähligen 138, im viendUiligen 140, im 
sechszähligen 141. 

Grassmann sches Grundgesetz der Elek- 
trodynamik 153 f., 203, 205 f., 210, 
seine Deutung für den Fall, dass die 
Verlängerungen der Elemente einander 
schneiden 154 f., für den allgemeinen 
Fall 156 f., 248 ff. Analogie mit der 
Gravitation 155—157. — Weg zur 
Entscheidung zwischen diesem und 
dem Ampere sehen Gesetze 1 57 — 1 60. 

Gravitation 16, das Gravitationsgesetz 
abgeleitet aus den Keplerschen Ge- 
setzen 25—28, 38 f. — Analogie zwischen 
Gr. und Elektrodynamik 155—157. 

Grundgesetz der Mechanik 51, 53. 

Halbgestalten, ihre Entstehung 134, 
ihre Konstr. 134—137, 1391, 140, 146. 

Halbvokale 232—234. 

Hauchlaute 2351 

Hauptaxe beim acht^Lhligen System 
138, beim sechszähligen 141. 

Hauptaxen eines Körpers 102 — 104. 

Hauptpunkte einer dnfachen Gestalt 
des regelm. Systems 128, ihre Be- 
stimmung 1291 

Hauptradien einer einf. Gestalt des 
regelm. Systems 128, ihre Bestimmung 
1291 

Hauptträger » Elementarträger 128, 
seine 3 Schnittpunkte mit den 48 ge- 
tragenen Ebenen 1281 

Ideelle Lichtgebilde 220. 

Innere Kräfte s. Kraft; inneres Produkt 
8. d. 

Integration s. mittlere. 

Intensität der Farbe und des beige- 
mischten Weiss 162. 

Keplersche Gesetze 22—29. 

Kontrast 2201 
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Koordinaten s. Bichtstücke. 

Kraft 10, ihr MaasB 11, Addition der 
Kräfte 11 f., innere Kräfte 16. — Ein- 
fache Kr. 62. — Innere und äussere 
Kim» 63 f. — Die K. als part. Diff. 
des Potentials 66 f. — KriUPte, die Be- 
dingnngsgleichnngen ersetzen 68 f. — 
Bestimmung der K. zu einer gegebenen 
Bahn 91—98. ~ Beduktion eines 
Kräfbesystems 99 f. — Kräfte, die an 
den Punkten eines festen Körpers an- 
greifen 107—110. — 8. auch Flächen- 
bildend, Mittlere, Ursprüngliche, 
Gleiche. 

Kry stall. Zufälliges und Wesentliches 
an den einzelnen Kr. 116 f. 

Krystallbildung s. Naturgesetz. 

Krystallsystem, sein Begriff 124; die 
sechs Krystallsysteme 126 f. 

Lebendige Kraft u. Arbeit 66. 

Leuzitgestalt, besond. Fall des 48- 
Flächners 138; ihre Halbgestalt 134, 
136. 

Lichtintensität, gesammte, einer 
Mischung Ton Farben 171. 

Linearer Gomplez s. Nullsystem. 

L i n i e n th e i 1 als Produkt zweier Punkte 
97 ; unendlich entfernter L. 97 f. ; L. als 
Repräsentant einer unendlich kleinen 
Rotation um eine Aze 100. 

Maschinenarm 44. 

Masse 11, 63. 

Mischung von Farben, ihre stetige 
Aenderung 163; zu jeder Farbe giebt 
es eine andere, die mit ihr gemischt 
Weiss liefert 164—166. Bestimmung 
dieser Farbe 166—171. Vergleich mit 
der Newtonschen Regel 166 f. Dritte 
Voraussetzung über die Mischung 168. 
Die M. als geometrische Addition 169 f., 
als Schwerpunktskonstruktion 171 f., 
vgL auch 217—219. Annahme -über 
die Lichtintensität der M. 171. 

Mittlere Bewegung eines Vereins 69 
—66. 

Mittlere Höhe eines Geräusches 284. 

Mittlere Integration linearer Dif- 
ferentialgL 60 f. 

Mittlere Kraft 117—120, ihre Zu- 



sammensetzung aus drei ursprüng- 
lichen Kräften und ihre Bezeichnung 
119, ihre Träger 120. — Mittlerer 
Träger 127. 

Moment einer auf einen Punkt wirken- 
den Kraft 32. 

Multiplikation s. Produkt 

Naturgesetz der Krystallbildung 117 f., 
seine math. Erweiterung 118—120. 

Nebenaxen beim achtzähligen System 
188, beim sechszähligen 141. 

Negative Farben 214. 

Nordpol beim sechszähligen System 148. 

Normal verein dreier paarweise senk- 
rechter Strecken von der Länge Eins 

48. Uebergang von einem N. zu einem 
andern 48 f. 

Nullsystem als Summe zweier Linien- 
theile 98. 

Oktaeder, besond. Fall des 48-Fiäch- 
ners 133, seine Halbgestalt (Tetraeder) 
134, 136. 

Ortsgleichung der Bewegung eines 
Punktes 6. 

Parallelepipedon s. Spat. 

Parallelogramm (Flächenraum) als 
äusseres Produkt zweier Strecken 29, 
47, als unendlich entfernter Linien- 
theil 97; Addition von P.en 30 f., 47 f., 
208. — P. der Kräfte 62. 

Partialtöne 226, s. Vokale. 

Pendel 41—43. 

Pole beim sechszähligen System 143. 

Potential 66 f. 

Produkt, äi*88ere8 zweier Strecken 29, 
47, 210, seine Gesetze 30 f., 47 f., 
inneres P. 34, 48; äusseres P. dreier 
Strecken 48. Umwandlung von Gleich, 
zwischen solchen P.en in algebr. Gl. 

49. — Pr. (äusseres) zweier Punkte 
166, zweier Strecken 166. — Inneres 
Pr. eines Flächenraumes in eine Strecke 
208. — Das Pr. im Gebiete der Licht- 
empfindxmgen 219—221. 

Punktgrösse 1. und 2. Stufe 97. 

Purpur 162. 

Pyramidenoktaeder, besond. Fall 
des 48 -Flächners 132; seine Halbge- 
stalt 134, 136 
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Pyramiden im achtsKähligen nnd im 
vieiz&hligen System 140. 

Pyramiden Würfel, besond. Fall des 
4B-Flftchn6n 138, seine Halbgestalt 1S6. 

<{uadrat, inneres 48. 

Quaternionen 220. 

Radien 128. 

Radius vector s. TrSger. 

Regelmässiges System 126, Eonstmk- 
tion seiner Gestalten nnd Halbgestalten 
128—187. 

Resonatoren, ihre Mängel 224, ihre 
Theorie 289. 

Reversionspendel 42. 

Rhombendodekaeder, besond. Fall 
des 48-Flächner8 188. 

Rhomboeder im sechszähligen System 
146. 

Richtstücke eines Trilgers 126. 

Schwere 16 f. 

Schwerpunkt eines Vereins von 
Punkten und seine Konstruktion 12 
— 14, 171; sein Weg (Bewegungsänd.) 
bestimmt aus den Wegen (Bewegungs- 
änderungen) der einzelnen Punkte 14 f., 
unabhängig von den inneren Kräften 
16; seine Bewegung unter dem Ein- 
flüsse der Schwere 17. — Gleichung 
för die Bewegung des S. 68 f. — Seh. 
eines ebenen Vierecks 82, einer sphä- 
rischen Figur 82 f. — Der Seh. als 
geometrische Summe 172. — Schwer- 
punktskonstruktion in der Vokaltheorie 
280 f. 

Schwimmen (statisches) 88—91. 

Schwingungsradius (Trägheits- 
radius) eines Körpers i. B. auf eine 
Axe 40f. 

Sechszähliges System 126, seine Ge- 
stalten und Halbgestalten 140—146. 

Skalenoeder, Halbgestalt des achtzäh- 
ligen Systems 140. — Sk. im sechs- 
zähligen System 146, seine Halbge- 
stalten 146. 

Spat alB äuss. Prod. dreier Strecken 48. 

Stoss 48f.; 106—107. 

Stosslaute 287 f. 

Strahl, Wirkung eines durchströmten 
Strahls auf ein Stromelement nach 



Ampere 161—168, nach Grassmann 
168. 

Strecke, ihr Begriff 4, 47, Addition u. 
Subtr., Vervielfachung und Theilung 
von St. 4 f., 47, 169 f., 208. — Differen- 
tialquotient einer Strecke nach der 
Zeit 49 f. — St. als Differenz zweier 
Punkte (unendlich entfernter Punkt) 97. 

Strom, Wirkung eines geschlossenen 
Stroms auf ein Stromelement 207 — 
209, 210, 211 f. 

Südpol beim sechszähligen System 148. 

Summe, geometrische 169, 172. 

Tetraeder als Halbgestalt des Okta- 
eders 184, 186. 

Tetraedrische Halbgestalten 184. 

Tetrakontaoktaeder 181. 

Theilzahl eines Theils 127; Th. des 
Abschnitts auf dem mittleren Trilger, 
wenn die Th.en der Abschnitte auf 
den einzelnen Trägem gegeben sind. 
127 f. 

Träger. Eine Strecke als T. eines 
Punktes 6; der T. berechnet aus der 
Bewegung oder Bewegungsänderung 
9f. 

Träger von Ebenen 122; die 48 auf 
gleiche Weise zusammengesetzten Tr. 
122. Mittlerer Tr. 127. 

Trägheitsmoment eines Körpers 101 
—106. 

Unregelmässiges System 126. 

Ursprüngliche Kraft 119, ihre Be- 
zeichnung 120, ihre Auswahl 120 f 

Verschiebung u. Verschiebungs- 
system eines Punktes bei unendlich 
kleinen Drehungen 80. 

Vertieft s. Winkel. 

Viertelsgestalt des 48-FlächnerB 187. 

Vierundzwanzigzähliges (regel- 
mässiges) System 126. 

Vierzähliges System 126, seine Ge- 
stalten und HaJbgestalten 140. 

Vokale und ihre charakteristischen 
Partialtöne bei: u, ü, i 226—228; bei 
a 228 f. Ableitung aller übrigen aus 
drei Gmndvokalen 229—281. Ge- 
schärfte Vokale und Diphthongen 281 f. 
Vgl. auch S. 267f. 
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Wiederholungszeiger 8. Zeiger. 

Winkel, erhobene und Tertiefte 129. — 
W. zweier Farben 216. 

Winkelströme 160, Einwirkung eines 
Wb. auf ein Element aus dem Amp Pre- 
schen Gesetze abgeleitet 161—163. 

Wirkungsebene eines geschlossenen 
Stroms auf ein Element 209, 212. 

Würfel, besond. FaU des 48-Flächner8 
188. 

Wurf, Aufgaben darüber 18-— 22. 

Zeiger eines ellipt. Gliedes 64. 

Zeiger (Wiederholungszeiger) einer zu- 
sanmiengesetzten £rafb 120. 



Zischlaute 286f. 

Zusammengesetzte (Gestalten 187 f 

Zweiz&hliges System 126 f., 146. 

Zwischenaze beim achtzfthligen Sy- 
stem 188, beim sechsz&hligen 144. 

Zwischenpunkte einer einfachen Ge- 
stalt des regelm. Systems 128 , ihre 
Bestimmung 180. 

Zwischenradien einer einfachen Ge- 
stalt des regelm. Systems 128, ihre 
Bestimmung 180. 

Zwischenträger 128, seine 6 Schnitt- 
punkte mit den 48 getragenen Ebenen 
129. 
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Ampere 147— -162, 166, 167, 169 f, 203. 

Ascoli 287. 

Auerbach 289. 

Chasles 100. 

Glausius 208 f., 206 f., 211. 

Foucault 96. 

Fraunhofer 167, 194. 

Grinwis 289. 

Hamilton 220. 

Helmholtz 161, 166—168, 173, 213, 

216 f., 218 f., 223 f., 228, 240, 262 f. 
Jacobi 101. 
Kepler 22, 28 f., 88. 
Kirchhoff, G. 46. 
Klein, F. 97 f. 



Lagrange 88, 86. 

La Place 71. 

Moebius 26, 97, 169, 172. 

Newton 10, 26, 161, 166 f., 173. 

Plücker 97. 

Poinsot 97. 

Quanten 228. 

Riemann 207. 

Sarrut 44. 

Schlömilch 6. 

Sievers 232. 

Stau dt 97 f. 

ünger, F. W., 262. 

Weber, W. 206 f. 

Willis, R. 222, 267. 
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Druckfehler und Berichtigungen. 

S. 41, Z. 8 Y. n. fehlt die Elammer ( vor ÄA^. 

S. 112, Z. 8 V. n. ist statt [pl] zu lesen: [pg]l. 

S. 119 in der Kopfüberschrift lies: Das Natmgesetz der Erystallbüdung und 
seine Erweiterung. 

S. 134, Z. 21 lies: überhaupt. 

S. 141 und 142, Fig. 9 b, statt z lies Z. 

S. 161 und 154, Fig. 2: der Buchstabe a ist zu tilgen und an die Gerade, 
die die Scheitel der Winkel cc und ß verbindet, ist der Buchstabe r zu setzen. 

S. 179, Z. 20 lies: „zwischen e und f^^. 

S. 201 in der KopfELberschrift lies: „Auge und Sehen'^ 



Zum zweiten Theile des ersten Bandes. 

S. 842, Z. 16, 18, 20 müsste eigentlich gesetzt werden: 
dx - e^dx^ + e^dx^ + . . . + e^dx^ + e^^^dp^ + . . . + e^^_^dp^_^ 

n— 1 

X« PI«.] _2 Wen+ii PI«»] - /'Pl-'J- 
1 
(Nach einer Mittheüung von Herrn Adelung in Petersburg.) 

S. 472, Z. 11 — 18. Folgerichtig würde man hier noch p<t q, r, s durch die 
Ausdrücke: 

i)-[M|eJ, q=-{u\e^l r^[u\e^l 8 ^ [uM 
ersetzen. 

S. 488, Z. 16—20. Diese Andeutungen sind etwas zu knapp gerathen. Ist 
i eine der Zahlen 1 • . . 2n -|- 2, so ist allerdings: 

0*,., 0, fti . . . f*2«+2) =- — (^.0) (^, . . . ftjn+s) ' 

wenn also die Ausdrücke (ft^ 0} . . . ({''^„^^0) nicht alle verschwinden, so folgt so- 
fort: (f^ • • • f^s„j.8) >» 0. Sind aber diese Ausdrücke alle null, so kann man 
nicht so schliessen, sondern muss den Ausdruck: 

Oraaamann, Werke. IL 2. 17** 
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266 Znm zweiten Theile des ersten Bandes, 

bilden, der sich unter den Yoranssetznngen des Satzes auf 

redncirt, der aber andrerseits in der Form: 

geschrieben weiden kann und infolgedessen auch gleich 

(fi^O)(/i, .../ig^^g) 

ist. Verschwinden nun die Grössen (y^O) . . . (fAgwU-a^) *11®» *^®^ (^in^^^) i^icht, 
so ergiebt sich auch jetzt (/n^ • • • i^'^n+g) = 0. 
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